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Aufgabe 1: Rechteckpotential

Der eindimensionale Hamiltonoperator

H(z,p) = % + Vi(xz) mit V(z) = {

Vo x| <a/2
0 : sonst

(Vo > 0) hat fir —Vj < E < 0 gebundene (normierbare) Eigenzustédnde v, (x),
darunter um x = 0 symmetrische.

a) Losen Sie zunéchst die zeitunabhéngige Schrodingergleichung in den drei Berei-
chen z < —a/2, —a/2 < x < a/2 und = > a/2. Beachten Sie, dass nur
oszillierende bzw. exponentiell abfallende Funktionen (fiir x — +00) erlaubt
sind (Normierbarkeit). Das fiihrt fiir die bzgl. = 0 symmetrischen Losungen
zum Ansatz

Un(x) = A, cos(kpx) fir —a/2 <z <a/2

Y (x) = Bre ™l fiir |z| > a/2

Wie hangen k, und k, mit F, zusammen?

b) Zeigen Sie, daf aus der Stetigkeit von 1, (z) und ¢/ (z) an den Stellen x =
+a/2 die Relation k,/k, =tan(k,a/2) folgt.

(5 Punkte)

Aufgabe 2: Erwartungswert, Grundzustand des unendlich hohen Poten-
tialtopfes

In der Vorlesung wurden die normierten Eigenfunktionen fiir das unendlich hohe
Potentialtopf-Problem

hergeleitet. Die diskreten Eigenenergien, gegeben durch Hip, () = E,ib,(z) sind

h2m2n?
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Betrachten Sie nun im folgenden eine Wellenfunktion welche ebenfalls offensichtlich

die Randbedingungen v (0) = (L) = 0 erfillt
(x) = —Ax(x — L).

a) Bestimmen Sie durch die Normierung der Wellenfunktion den Koeffizienten A.
b) Berechnen Sie nun den Erwartungswert < H > fiir diese Funktion.

¢) Der Grundzustand eines Systems ist so definiert, dass er den Erwartungswert
des Hamiltonians minimiert. Treffen Sie, unter Beriicksichtigung der in der
Vorlesung berechneten Eigenenergien sowie des Erwartungswerts aus Auf-
gabenteil b), eine Aussage iiber den Grundzustand des unendlich hohen Po-
tentialtopfes.

(4 Punkte)

Aufgabe 3: Schrodinger-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator

Die Schrodinger-Gleichung fiir den eindimensionalen harmonischen Oszillator lautet
. R4z 1
H(a0(o) = (=g + gmea? ) ua) = B

Bestimmen Sie mit Hilfe der folgenden Anleitung die quantisierten Eigenenergien.

a) Fiithren Sie die dimensionslose Grofie y = j—o mit der charakteristischen Lange
h

ro = 4/~ ein und zeigen Sie, dass sich die Schrodinger-Gleichung zu

" . E
V' (y) — v’ (y) = —2e(y); mit €= =
vereinfacht.

b) Benutzen Sie den Ansatz ¢(y) = u(y) exp(—%) um die gewohnliche Dgl.
zweiter Ordnung

u"(y) — 2yu'(y) + (2¢ = Du(y) =0

fir u(y) zu erhalten.

c) Zeigen Sie, dass die Frobenius-Methode mit dem Ansatz u(y) = > b,y™ auf

n=0
die Rekursionsrelation

14 2n — 2e
n+2)(n+1)"

bn+2 = (

hinauslauft.

Man kann nun zeigen, dass die Losung ¢ (y) = exp(—%) Z—:o b,y"™ nicht normier-

bar ist! Um dies zu umgehen, muss die Potenzreihe nach einer endlichen Zahl
von Termen abbrechen.



d) Zeigen Sie deswegen zuerst, dass fiir € folgt

1
= — —2
€ 2+(m ),

wenn die Potenzreihe nach dem m-ten Term abbricht (b,, =0, b,, o # 0).

e) Setzen Sie nun im néchsten Schritt zuerst alle b, mit geraden n gleich Null,
und schreiben Sie die e-Werte auf, falls die Reihe nach m = 3,5, 7, ... abbricht.
Wiederholen Sie dies nun fiir den Fall, dass alle b, mit ungeraden n gleich
Null gesetzt werden und zeigen Sie, dass dies die Quantisierung der Energie,
€ = % + n liefert.

(7 Punkte)



