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Aufgabe 1: Leiteroperatoren (Drehimpuls)

In Analogie zu den Operatoren @, a' beim harmonischen Oszillator definiert man

A

Ly=1L,+ilL, L =L,—ilL,

wobei ix, Ey, L. die kartesischen Komponenten des Drehimpulsoperators sind.

a) Zeigen Sie die Vertauschungsrelationen

b ] = 9hin, (b Ds] = +hi.
o 1 ~ - A~ A ~
die Identitit L = SLalo+L L)+ L2

sowie [L?, L+] = 0.

Nun fithren wir die Kugelflichenfunktionen Y, mit [ € N und m €

{=l,—=l+1,...,1} ein. Sie sind Eigenfunktionen zum Drehimpulsoperator und

erfiillen die Eigengleichungen

22 -

b) Zeigen Sie analog zu den Auf- und Absteigeoperatoren, dass Ly angewendet
auf Yy, die Quantenzahl m um Al erhéh:c oder erniedrigt. Bestimmen Sie hierzu
die Quantenzahl m indem Sie L, auf L.Y},, anwenden und die erste Relation

aus a) verwenden. ([:in’m = ¢ X Y mt1
52 .
c¢) Betrachten Sie [L , Ly] = 0. Was konnen Sie iiber die Wirkung von L. auf die
Quantenzahl [ sagen?

d) Man kann zeigen, dass folgende Matrizen ebenfalls die Vertauschungsrelationen
aus a) erfiillen.

0 V2 0 0 0 0 100
L=rloo0o V2, i_=rl+v20 0|, L=Kr|l 000
00 0 0 V20 00 -1
Zeigen Sie dies anhand der in a) erst genannten Relation.
(8 Punkte)



Aufgabe 2: Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators; Kugelflichenfunk-
tionen

21+ 1)(1 — |m[)1"*

Ar(l + |m))! P (@)™ mit

Allgemein gilt: Y, (9, ¢) = (—1)(mHImb/2 [<

m A" B()
dam

1 d

P (0) = (sind) = S

_ 1)1

, und P(x)

r=cos ¥

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Formeln die Funktionen Y} ;,Y; o und Y; _;.

(2 Punkte)

Aufgabe 3: Wasserstoffatom

a) Zeigen Sie zunéchst anhand der Vorlesung, dass der Separationsansatz
U(r,d,¢) = R(r)Y,m(U,¢) die Schrédingergleichung auf folgende Differen-
tialgleichung fiir den Radialanteil R(r) fiihrt.

(& 20 FUED ]y aigy

om \dr2 ' rdr 2mr?

Benutzen Sie dafiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten.

b) Zeigen Sie nun, dass der Ansatz R(r) = u(r)/r auf folgende Differentialglei-
chung fiir u(r) fiihrt:
n? A R +1)
{—%@ + o + V(T)} u(r) = Eu(r)
Diese Differentialgleichung lésst sich als eindimensionale Schrédingergleichung
eines Teilchens der Masse m in einem effektiven Potential V.g(r) auffassen.

Vergleichen Sie Vig(r) mit dem entsprechenden Ausdruck in der klassischen
Mechanik.

(5 Punkte)



