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22. Determinante

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und 0 # € Alt" (V). Die Determinante einer linearen
Abbildung A € End(V) ist erklart durch

Q(Avy, Ava, ..., Avy) = Q(v1,ve,...,v,)Det(4) .

Zeigen Sie:
a) Die Determinante hangt nicht von der Wahl von € ab.

b) Fiir die Matrixdarstellung (A;;) von A beziiglich einer Basis B = {ey,...,e,} von V gilt

Det(A) = Y sign(m)Ar(y1 - - Ar(uyn -
TESh
c) Fir A, B € End(V) gilt Det(AB) = Det(A) Det(B).

d) Det(A) =0 < Ker(A4) #0.

23. Adjungierte Abbildungen

Seien (U, (-,-)v) und (V, (-, -)y) euklidische Vektorrdume. Zu A € Hom(U, V') definiert man die
adjungierte Abbildung AT € Hom(V,U) durch

(v, Au)y = (ATv,u)y .

Zeigen Sie:
a) Zwischen der transponierten Abbildung A’ und der adjungierten Abbildung A” besteht
der Zusammenhang
AT =T 0 Ao Ty .
Hierbei bezeichnet Z den euklidischen Isomorphismus.

b) Sei zusdtzlich (W, (-,-)w) ein euklidischer Vektorraum. Fiir A € Hom(U,V), B €
Hom(V, W) gilt (BA)T = ATBT.

c¢) Ist A € End(U) symmetrisch, d.h. gilt A = AT so ist die Matrixdarstellung von A bzgl.
einer Orthonormalbasis von U symmetrisch.

d) Ist A € End(U) symmetrisch und sind u,v € V zwei Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten A # pu € R, so sind u und v orthogonal.



24. Orthogonale Abbildungen

Sei (V,{-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie:
a) Die lineare Abbildung R € End(V) ist genau dann orthogonal, wenn RRT = Id gilt.

b) Fiir die Matrixdarstellung (R;;) einer orthogonalen Abbildung R € O(V) beziiglich einer
Orthonormalbasis von V gilt (R71);; = Rji.

25. 50(3) ~ (R3, x)

Zeigen Sie, dass

a 0 —c b
R? — s0(3) , bl—=|c¢c 0 -—a
c -b a 0

ein Isomorphismus von Lie-Algebren ist, wenn man R3 mit dem Vektorprodukt ausstattet. Dazu
miissen Sie zeigen, dass es sich um einen Vektorraumisomorphismus handelt, der zuséitzliche die
Algebra-Struktur erhélt.



