1 Vektorraume

1.1 Gruppen (Definition)

Eine- (G, o) ist eine Menge G, auf der eine Verkniipfung (kurz: Produkt)
o: GXG—G, (g,h)—goh,
erklart ist mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Assoziativitét:
Vg, h,k € G: (goh)ok=go(hok).

(ii) Existenz eines neutralen Elements e :

VgeG: goe=g=eog.

(iii) Existenz eines Inversen:

VgeG: JdJheG: goh=e=hog.

Eine Gruppe heifit kommutativ, falls gilt: go h = h o g (fiir alle g, h € G).

Aus den Axiomen folgt, dass das neutrale Element und das Inverse eindeutig sind.

Das zu g inverse Element wird in der Regel mit ¢! bezeichnet.

_ Die positiven reellen Zahlen R, mit der gewochnlichen Multiplikation x oy = z -y als
Verkniipfung bilden eine kommutative Gruppe (R, , -) mit neutralem Element e = 1 und Inversem
rt=1/r.

Die reellen Zahlen R mit der gewohnlichen Addition o = + als Verkniipfung bilden

eine kommutative Gruppe (R, +) mit neutralem Element e = 0. Das zu x € R inverse Element

st —x.

1.2 Reelle Vektorraume (Definition)

Ein (reeller) _(V, +:R,-) ist eine kommutative Gruppe (V,+) mit der zusétzlichen

Struktur einer Skalarmultiplikation
RxV =V (av)—~a-v,

die den folgenden Vertraglichkeitsbedingungen gentigt:

a-(u+v)=a-uta-v, (1.1)
(a+b)-v=a-v+b-v, (1.2)
(ab)-v=ua-(b-v), (1.3)
l-v=w, (1.4)



fir alle a,b € R und u,v € V. Die Elemente von V heiflen Vektoren. Gangige Schreibweisen sind:

u—v:=u+(-v), v/a:=(1/a)-v (a #0).

_ (R, +R,-), also V =R.
_ Die Menge aller Translationen (oder Verschiebungsvektoren) im Raum bildet einen

Vektorraum.

_ Sei M eine Menge und V' ein Vektorraum. Dann ist auch die Menge aller Abbildungen
f: M=V, xw f(x),
mit der Addition (f + g)(z) := f(x) + g(z) ein Vektorraum.

1.3 Basis und Dimension

Eine Menge {vy,vy,...,v,} C V von Vektoren eines Vektorraums V' heifit linear unabhéngig,
falls fiir alle ay ,as,...,a, € R gilt:
avy + asgva + ... +av, =0 — a1=ay=...=a,=0. (1.5)

Andernfalls heifit die Menge linear abhéngig. (Das Symbol - fiir die Skalarmultiplikation wird ab
hier der Einfachheit halber meist unterdriickt.) Enthalten alle linear unabhéngigen Mengen eines
Vektorraums V' nur endlich viele Vektoren, so heifit V' endlich-dimensional. (In diesem Abschnitt
werden wir nur endlich-dimensionale Vektorraume betrachten).

Ist eine Menge von Vektoren {v; ,vs,...,v,} von V linear unabhéngig, wird aber durch Hinzu-
nahme eines jeden weiteren Vektors linear abhéangig, so heifit diese Menge eine Basis von V. Jede
Basis von V' enthilt die gleiche Zahl von Vektoren (ohne Beweis). Diese wohlbestimmte Zahl heifit
die Dimension von V' und wird mit dim V' bezeichnet.

Sei nun u € V ein beliebiger Vektor und B = {vy ,v,,...,v,} eine Basis von V. Dann existieren

Zahlen ay ,as,...,a,,b (nicht alle Null), so dass gilt:
a1vy + agvg + ...+ a,v, +bu=0.

Ohne Verlust diirfen annehmen, dass w nicht der Nullvektor ist. Dann muss b # 0 gelten, denn
andernfalls ware B linear abhangig und somit keine Basis. Folglich konnen wir durch b dividieren
und erhalten

U= v + CoUg + . .. + U, (¢i = —a;/b). (1.6)
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Jeder Vektor lasst sich also als sog. Linearkombination der Vektoren vy , ..., v, der Basis schreiben.
Die Zahlen ¢y , ¢y, ..., ¢, heiflen die Komponenten von u bzgl. der Basis B. Sie sind eindeutig be-
stimmt, denn ist ¢, ..., ¢, ein zweiter Satz von Komponenten fiir u, dann ergibt die Subtraktion
der zwei Linearkombinationen v = Y ¢;v; und u = > cv; die Beziehung
0=(c; =)oy +...(c, = c,)vy,
und aus der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren vy, ..., v, folgt ¢, — ¢, =0 (i =1,...,n).
Als Kurzschreibweise vereinbaren wir
&1
C2
u=\ . , B=A{v1,...,u,}. (1.7)
) 4
Der Index B wird fortgelassen, wenn es keine Missverstandnisse geben kann, welche Basis B

gemeint ist.

1.4 Dualer Vektorraum

Sei V ein Vektorraum. Unter einer Linearform A : V' — R versteht man eine Funktion v — A(v)

mit den Eigenschaften

AMu+v) = Au) + A(v), (1.8)
Aa-v) =aA(v), (1.9)

fiir alle u,v € V and a € R.

Beispiel. Dic Operation der Orthogonalprojektion auf eine Raumachse ist eine Linearform. [J
Alv) S\

\
A
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Die Menge alle Linearformen A : V — R bildet einen Vektorraum beziiglich der Addition

A+ p)(v) == Av) + pu(v) (1.10)
und der Skalarmultiplikation
(a-A)(v) :=Aa-v). (1.11)
Dieser Vektorraum wird der zu V' duale Vektorraum genannt und mit V* bezeichnet.

Beispiel. Sei V' der Vektorraum der Translationen im Raum. (Wie iiblich visualisieren wir
solche Translationen als Verschiebungsvektoren.) Den Dualraum V* kénnen wir dann als den
Raum aller homogenen (also rdumlich konstanten) Kraftfelder interpretieren. Diese Interpreta-

tion funktioniert, weil in einem homogenen Kraftfeld f der Verschiebung eines Testkorpers um den
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Vektor v eine Energiednderung zugeordnet ist, die wir mit dem Wert f(v) identifizieren kénnen.
(Genau gesagt meinen wir mit f(v) die Zunahme der kinetischen Energie oder, was bei erhaltener
Gesamtenergie dasselbe ist, die Abnahme der potenziellen Energie.) Die Visualisierung des Kraft-
feldes f erfolgt tiber seine Aquipotenzialflichen. Fiir ein homogenes Kraftfeld bilden diese eine
(homogene und polarisierte) Schar von parallelen Ebenen. Die Energiednderung f(v) ermittelt

man als die (vorzeichenbehaftete) Zahl der von v gekreuzten Aquipotenzialfliichen.

[Ausblick Wellenphysik: Wellen “vektor” als Linearform.]

1.5 Dualbasis

Sei B = {e1,és,...,e,} eine Basis des reellen Vektorraums V' mit der Dimension n. Unter der
zugehorigen Dualbasis des dualen Vektorraums V* versteht man die Menge der Linearformen
B* ={¥;,7Y2,...,0,} mit der Eigenschaft

1 firi=j,

’l%(ej) = 61']' = { 0 SOIlSt, (’l,j = 1, Ce ,n). (112)

(Die Dualbasis B* wird durch diese Gleichungen eindeutig bestimmyt.)

J, @

Beispiel.




