Beim Rechnen mit Linearformen in V* zusammen mit Vektoren in V ist es von Vorteil, mit der
Dualbasis B* zu einer gewahlten Basis B von V' zu arbeiten. Hierzu einige Erlauterungen.
Wie jede Basis von V* kann die Dualbasis B* = {¥;,9s,...,9,} benutzt werden, um eine

beliebige Linearform A als Linearkombination zu schreiben:
A= M0+ X+ ..+ N, (1.13)
Die Komponenten A; von A werden in Kurzschreibweise auch als Zeilenvektor zusammengefasst:
A= (A1, A2, ) e - (1.14)
In dieser Schreibweise gilt insbesondere
th=(1,0,...,0)5., U2=1(0,1,...,0)p., ..., U, =(0,0,...,1)5.. (1.15)

Nun erinnern wir an die Konvention, dass die Komponenten von v € V' (bzgl. B) einen Spal-
tenvektor bilden:
U1
V2
v =
Un) 4
Bei Spezialisierung auf die Basisvektoren nimmt diese Darstellung als Spaltenvektor eine besonders

einfache Form an:

1 0 0
0 1 0

eg = | . . ea=| . ., en=| . ) (1.16)
0/ 5 0/ 5 1) g

Aus der definierenden Eigenschaft 9;(e;) = 0;; der Dualbasis B* folgt, dass die Anwendung von
¥; auf einen Vektor v € V' die entsprechende Komponente von v (bzgl. B) ergibt:

v;=0;(v) (i=1,...,n). (1.17)

Umgekehrt erhélt man die ¢-te Komponente A; der Linearform A durch Einsetzen des i-ten Ba-

sisvektors:

XN=AMe) (i=1,...,n). (1.18)

Fiir eine beliebige Linearform A und einen beliebigen Vektor v hat man dann

)\(’U) = Z )\2192 <Z Uj@j) == Z )\ivj 192‘(€j> == Z /\ﬂ)i . (119)

Dieser Ausdruck lasst sich préagnant mit der Regel “Zeile mal Spalte” umschreiben:

U1
V2

Av) = Z/\ivi = (A, A2, A | . (1.20)
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1.6 Basiswechsel

Was passiert nun, wenn wir die Basis B = {ey,...,e,} wechseln, also durch eine andere Basis
B = {€1,...,6,} ersetzen? Es gibt mehrere Moglichkeiten des Vorgehens (die am Ende auf das

Gleiche hinauslaufen). Hier gehen wir so vor, dass wir die alte Basis durch die neue ausdriicken:
=> &Ty. (1.21)

Da es sich bei der neuen Basis B wieder um eine Basis handelt, sind die Koeffizienten T; e R

eindeutig bestimmt. Sie lassen sich in Form einer quadratischen Matrix anordnen:

Ty Ty ... Ty
Ty T ... Ty,

)= . . . (1.22)
Toi Twa - Tun

Nun ist jeder Vektor unabhangig von der Wahl der Basis. Es gilt also

v = ZUJGJ Zvle,, (1.23)

J

wobei mit 0; die Komponenten von v beziiglich der neuen Basis B = {é1,...,¢é,} gemeint sind.

Durch Einsetzen der Beziehung (1.21) entsteht
v = Z ’Ujéiﬂj
g

Da die Komponenten o; eindeutig bestimmt sind, liefert der Koeffizientenvergleich mit (1.23) das

Ergebnis
b= Tyu;. (1.24)
J
In der alternativen Schreibweise mit Matrizen und Spaltenvektoren sieht das wie folgt aus:
’[]1 Tll cee Tln U1

= - 3 (1.25)

U] - T .. Thn Un/)

(Hier wird die Multiplikationsregel fiir Matrizen und Spaltenvektoren als bekannt vorausgesetzt.)
Wir wenden uns jetzt den [Linearformen|zu. Fiir die Dualbasis B = {191, o ,@n} gilt wieder

0;(&;) = 8;j. Aus Gleichung (1.21) und dem Ansatz 9; = 3, Syd); folgt hiermit
Z 19 Tkj Z SZﬂ?l ek Tk] Z Slka] (126)

Die Matrix der Koeffizienten Sy, ist also invers zur Matrix der Koeffizienten T;:

811 Sln Tll Tln 1 O
P S B EE (1.27)
St or Sun) \To1 ... T 0 ... 1



(Hier wird die Multiplikationsregel fiir Matrizen als bekannt vorausgesetzt.) Wir schreiben fiir
diesen Zusammenhang auch S;; = (T 1);; oder S =T~
Um die Komponenten einer Linearform A in die neue Basis umzurechnen, beniitzen wir die

Gleichung (1.24) in Kombination mit der Tatsache, dass A(v) basisunabhéngig erklart ist:
A(v) = Z Ajj = Z Aid; = Z A T0; . (1.28)
j i ij

Durch Koeffizientenvergleich folgt A\; = >, S\sz Um nach \; aufzulésen, multiplizieren wir mit
Sjk, summieren iiber j und verwenden die Variante ) i TijSjk = dir, von Gleichung (1.26). So

entsteht
J

Resumeée. | Unter einem Basiswechsel e; = . €,T;; éndern sich die Komponenten eines Vektors

v bzw. einer Linearform \ wie folgt:
Gi=Y Tyvi, A=Y N(T . (1.30)
J J

In Worten: die als Spaltenvektor arrangierten Komponenten von v werden durch (Links-)Multiplika-
tion mit der Matrix 7" transformiert. Hingegen werden die als Zeilenvektor arrangierten Kompo-

nenten von A durch Rechtsmultiplikation mit der inversen Matrix 7! transformiert:

) ) (T™Hy oo (T7H1
Ay An) = (A, -0, ) : : . (1.31)

Bemerkung.| Die invariante (d.h. basisunabhéngige) Paarung
VixV =R, (ANv)— Av)

zwischen Linearformen und Vektoren ist fundamental fiir sehr viele Beziehungen in der Physik.

Im Beispiel von Abschnitt 1.4 haben wir bereits die Paarung
Kraft x Verschiebung — Energie(dnderung)
kennengelernt. Weitere Beispiele von diesem Typ sind

Kraft x Geschwindigkeit — Leistung,

Impuls x Geschwindigkeit — kinetische Energie (x2),
Drehimpuls x Winkelgeschwindigkeit — Rotationsenergie (x2),
elektrische Feldstarke x Verschiebung — elektrische Spannung,
elektrische Feldstarke x Stromdichte — Leistungsdichte.

Fiir diese Paarungen spielt die Geometrie des Raumes keine Rolle.
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1.7 Lineare Abbildungen

_ Sei A: U — V eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen U, V. Die Abbildung
A heift linear, falls fiir alle u, v’ € U und b € R gilt:

Alu+u') = A(u) + A(W'), A -u)=0b-Au) . (1.32)

Fiir eine lineare Abbildung L verwenden wir die vereinfachte Notation L(u) = Lu.

- Waéhlen wir in der obigen Definition V' = R, betrachten wir also lineare Abbildungen
L: U — R, dann handelt es sich um die in Abschnitt 1.4 eingefiihrten Linearformen. [J

Die linearen Abbildungen L : U — V bilden selbst wieder einen Vektorraum mit der durch
(A+B)(u) = A(u)+ B(u) erklarten Addition. Dieser Vektorraum wird mit Hom(U, V') bezeichnet.
Fiir U =V schreibt man Hom(V, V) = End(V). Fiir V = R haben wir Hom(U,R) = U*.

_einer linearen Abbildung.

Sei L : U — V eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen U und V/,
also L € Hom(U, V). Durch die Wahl von Basen B = {ej,...,e,} fiir U und C = {f1,..., fm}
fiur V' wird L eine Matrix (L;;) zugeordnet. Dies geschieht durch

=> fiLy, (1.33)
oder mit Hilfe der Dualbasis C* = {¢, ..., @} durch

Nun mochten wir wissen, was unter der linearen Transformation v — Lu mit den Komponenten
(bzgl. B bzw. C) des Vektors u passiert. Dazu schreiben wir u als Linearkombination u =}, u;e;

and verwenden die Linearitat der Abbildung:

Lu=1L (Z Uj(fj) = ZUjL(@j) = ZujeiLij .
J J 1]

Folglich gilt
(Lu); = pi(Lu) Z Liju;.

In der Schreibweise als Spaltenvektor haben wir

(L'Lb)l Lll Ce Lln (751

Ly ... Ly,

(Lw)m, o

Unp

C B

Werden zwei lineare Abbildungen L: U -V und K : V - W _ausgefiihrt,
KL: USvESw

so erhélt man wieder eine lineare Abbildung KL : U — W. (Beziiglich dieser Produktoperation
bilden die invertierbaren linearen Abbildungen g € End(V') eine Gruppe namens GL(V') mit der
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identischen Abbildung v — v als neutralem Element.) Wichtig ist nun, dass die Zuordnung von
linearen Abbildungen zu Matrizen die Gruppenstruktur erhélt. In anderen Worten: sind B, C
bzw. D Basen fiir U, V bzw. W, und sind (Kg.), (Le) und ((KL)g) die entsprechenden Matrizen,
dann gilt

(KL)ay =  KaeLe - (1.35)

Man kann also die Matrix der Hintereinanderausfithrung K L direkt bilden, oder die Matrizen von
K und L individuell bilden und sie dann als Matrizen multiplizieren (wobei die Reihenfolge der

Multiplikation gleich bleibt) — das Ergebnis ist dasselbe.

1.8 Transponierte einer linearen Abbildung

Zu jeder linearen Abbildung L : U — V existiert die transponierte (oder kanonisch adjungierte)
Abbildung, LT. Sie vermittelt zwischen den dualen Vektorrdumen (also U* und V*) und ist erklirt
durch

LT v = U, (L"N)(u) = MLu). (1.36)

Ein wichtiger Spezialfall sind Abbildungen L : V — V* zwischen einem Vektorraum und seinem
eigenen Dualraum. Wegen (V*)* =V (fiir dim V' < o0) ist die Transponierte von L dann wieder

eine lineare Abbildung LT : V — V*.

_ Eine lineare Abbildung L : V — V* heifit symmetrisch (bzw. schief-symmetrisch),
falls gilt L = LT (baw. L = —L7).

_Fiir eine symmetrische lineare Abbildung L : V — V* hat man
(Lv)(v") = (Lv")(v) (fur alle v,v" € V), (1.37)

fiir eine schief-symmetrische Abbildung gilt Entsprechendes mit gedndertem Vorzeichen. Die einer
symmetrischen Abbildung (durch Wahl einer Basis B = {ey,...,e,}) zugeordnete Matrix (L;;)
hat die Eigenschaft

Lij = (Lei)(e;) = (Lej)(e:) = Ly (1.38)

Fiir eine schief-symmetrische Abbildung L = —L” hat man L;; = —Lj;,.

_ Der Massentensor eines Teilchens im anisotropen Medium ist eine symmetrische
lineare Abbildung M, die der Geschwindigkeit v den entsprechenden Impuls p zuordnet:

M:v—p=Mv, M=M" (1.39)

_Der Trégheitstensor (z.B. eines starren Korpers) ist eine symmetrische lineare Abbil-

dung I, die die Winkelgeschwindigkeites w in den entsprechenden Drehimpuls L transformiert:

I:weL=1Iw, I=1I" (1.40)
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_Der Leitfahigkeitstensor o eines elektrisch leitenden Materials ist (in linearer Naherung)

eine lineare Abbildung, die elektrische Feldstarken E in elektrische Stromdichten j transformiert:
o: E— j=0FE. (1.41)
Es gilt die sog. Onsager-Relation o(B)T = o(—B) (mit B der magnetischen Feldstérke).

1.9 Affiner Raum

Der Begriff des Vektorraums an sich ergibt noch kein befriedigendes Modell fiir den (physikali-

schen) Raum. Deshalb nehmen wir folgende Erweiterung vor.

_ Unter einem affinen Raum (M, V,+) versteht man eine Menge M von Punkten

zusammen mit einem Vektorraum V und einer Addition
MxV — M, (p,v) = p+o,
mit den Eigenschaften:
(i) Es gilt eine Variante des Assoziativgesetzes:
p+(u+v)=(p+u)+v
fir allep e M und u,v € V.
(ii) Zu jedem Paar (p,q) € M x M existiert genau ein Vektor v € V mit p=¢q+ v.

Wir schreiben p — ¢ := v und nennen p — ¢ den Differenzvektor zu (p, q).

- Die Menge aller Punkte auf einer Geraden zusammen mit dem Vektorraum aller Trans-

lationen langs der Geraden bildet eine 1-dimensionalen affinen Raum. [J

_ Ein affines Koordinatensystem {pg;e;,...,e,} besteht aus einem ausgezeichneten
Punkt py (dem “Koordinatenursprung”) zusammen mit einer Basis {e; , ..., e,} von V. Die affinen

Koordinaten z; : M — R (i =1,...,n) definiert man durch
zi(p) = Vi(p — po) ,
wobei {¥1,...,0,} die Dualbasis zu {ej,...,e,} ist. Den Ausdruck
p=po+zi(p)er+ ...+ 7.(p)en
nennen wir die Koordinatendarstellung des Punktes p. Man beachte, dass gilt

z;(p+ av) = x;(p) + av;(v) peEM,aceR,veV).
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