1.7 Lineare Abbildungen

_ Sei A: U — V eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen U, V. Die Abbildung
A heift linear, falls fiir alle u, v’ € U und b € R gilt:

Alu+u') = A(u) + A(W'), Ab-u)=0b-Au) . (1.32)

Fiir eine lineare Abbildung L verwenden wir die vereinfachte Notation L(u) = Lu.
- Waéhlen wir in der obigen Definition V' = R, betrachten wir also lineare Abbildungen
L: U — R, dann handelt es sich um die in Abschnitt 1.4 eingefithrten Linearformen. [J

Die linearen Abbildungen L : U — V bilden selbst wieder einen Vektorraum mit der durch
(A+B)(u) = A(u)+ B(u) erklarten Addition. Dieser Vektorraum wird mit Hom(U, V') bezeichnet.
Fiir U =V schreibt man Hom(V, V) = End(V). Fiir V = R haben wir Hom(U,R) = U*.

_einer linearen Abbildung.

Sei L : U — V eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen U und V/,
also L € Hom(U, V). Durch die Wahl von Basen B = {ey,...,ep} fir U und C = {fi,..., fu}
fir V wird L eine Matrix (L;;) zugeordnet. Dies geschieht durch

oder mit Hilfe der Dualbasis C* = {¢, ..., ¢, } durch

Nun méchten wir wissen, was unter der linearen Transformation v — Lu mit den Komponenten
(bzgl. B bzw. C') des Vektors u passiert. Dazu schreiben wir u als Linearkombination u = Zj uje;

and verwenden die Linearitdat der Abbildung:

Lu=1L (Z uj6j> = ZUjL@j = ZquZLZ] .
J J 1,J

Folglich gilt
(Lu); = ¢;(Lu) ZLM (1.35)

In der Schreibweise als Spaltenvektor haben wir
(Lu)1 Lll e le U1
: = S : ) (1.36)

(Lu),, L . Lum

c C,B Um/ p
_ Werden zwei lineare Abbildungen L : U — V und K : V — W hintereinander
ausgefiihrt,

KL: U-5v- 5w (1.37)

so erhélt man wieder eine lineare Abbildung KL : U — W. (Beziiglich dieser Produktoperation
bilden die invertierbaren linearen Abbildungen g € End(V') eine Gruppe namens GL(V') mit der
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identischen Abbildung v — v als neutralem Element.) Wichtig ist nun, dass die Zuordnung von
linearen Abbildungen zu Matrizen die Gruppenstruktur erhélt. In anderen Worten: sind B, C
bzw. D Basen fiir U, V bzw. W, und sind (Kg.), (Le) und ((KL)g) die entsprechenden Matrizen,
dann gilt

(KL)ay =  KaeLe - (1.38)

Man kann also die Matrix der Hintereinanderausfithrung K L direkt bilden, oder die Matrizen von
K und L individuell bilden und sie dann als Matrizen multiplizieren (wobei die Reihenfolge der

Multiplikation gleich bleibt) — das Ergebnis ist dasselbe (Beweis als Ubungsaufgabe).

Merkregel. Die Matrix einer linearen Abbildung L : U — V bzgl. der Basen B = {ej,..., e}
von U und C' = {fi,..., fn} von V erhdlt man, indem man die Spalten der Matrix mit den
Spaltenvektoren der Bilder der Basisvektoren befiillt. Genau gesagt kommt in die j-te Spalte der

Spaltenvektor mit (vertikal angeordneten) Komponenten (Le;)q, ..., (Le;)y -

Definition. Eine lineare Abbildung L : U — V heifit injektiv, wenn das Bild Lu € V eines jeden
von Null verschiedenen Vektors v € U wieder von Null verschieden ist; oder anders ausgedriickt,
wenn gilt: Lu = 0y = u = Oy . Eine lineare Abbildung L : U — V heiflt surjektiv, wenn jeder
Vektor in V' das Bild (unter L) eines Vektors U ist; in Formeln: v € V. = Ju € U : Lu = v.
Eine lineare Abbildung, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, heift ein Isomorphismus. (Im

allgemeinen Fall von Abbildungen zwischen beliebigen Mengen spricht man von bijektiv.)

Mitteilung. Ein [somorphismus L : U — V zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen kann
nur dann existieren, wenn U und V' die gleiche Dimension haben. Ein Isomorphismus L : U — V

besitzt ein eindeutiges Inverses L=t : V — U.

1.8 Transponierte einer linearen Abbildung

Zu jeder linearen Abbildung L : U — V existiert die transponierte (oder kanonisch adjungierte)
Abbildung, LT. Sie vermittelt zwischen den dualen Vektorraumen (also U* und V*) und ist erklart
durch
LY v = U, (LN (u) = MLu). (1.39)

Die Situation wird durch das folgende [Diagramm einpragsam ausgedriickt:

U5V,

LT

Us«—— Vv~ (1.40)
Die Matrizen von L und LT (bzgl. passender Basen) hiingen in einfacher Weise miteinander zusam-
men. Wie zuvor arbeiten wir mit Basen B = {eq,...e,} fir U und C = {f1,..., f,} fir V. Die
entsprechenden Dualbasen seien B* = {¥y,...,Y,,} und C* = {¢1,...,¢,}. Die Matrix von L

is bekanntlich (L;;) mit L;; = ¢;(Le;). Nach dem gleichen Prinzip (ndmlich: LT auf die Basis-

linearformen in C* anwenden und die Bildformen durch die Basis B* ausdriicken) ergibt sich die
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Matrix von LT zu ((LT);;) mit
(LN)ji = (LT¢i)(e) = wilLey).

Es gilt also
(LT)ji = Lij 5 (141)

oder in Matrixschreibweise (z.B. fiir m < n)

Ly ... Ly
L1 ... Lpw ... Lp : . :
@)= - = : , (Lij)=|Lm - Lum : (1.42)
Lim o Lom oo Lum) oo : :
Lot oo Lom/ o

Ein wichtiger Spezialfall sind Abbildungen L : V — V* zwischen einem Vektorraum und
seinem eigenen Dualraum. Wegen (V*)* =V (fiir dim V' < o0) ist die Transponierte von L dann

wieder eine lineare Abbildung LT : V — V*,

_ Eine lineare Abbildung L : V — V* heifit symmetrisch (bzw. schiefsymmetrisch),
falls gilt L = LT (bzw. L = —LT).
_Fiir eine symmetrische lineare Abbildung L : V — V* hat man

(Lv)(v") = (Lv")(v)  (fiir alle v, € V), (1.43)

fiir eine schiefsymmetrische Abbildung gilt Entsprechendes mit geandertem Vorzeichen. Die einer
symmetrischen Abbildung (durch Wahl einer Basis B = {ey,...,e,}) zugeordnete Matrix (L;;)
hat die Eigenschaft

Lij = (Lei)(e;) = (Lej)(e:) = Ly (1.44)
Fiir eine schiefsymmetrische Abbildung L = —LT hat man L;; = —L;; .
_ Der Massentensor eines Teilchens im anisotropen Medium ist eine symmetrische
lineare Abbildung M, die der Geschwindigkeit v den entsprechenden Impuls p zuordnet:

M:v—=p=Mv, M=M" (1.45)

Der Tragheitstensor (z.B. eines starren Korpers) ist eine symmetrische lineare Abbil-

dung I, die die Winkelgeschwindigkeit w in den entsprechenden Drehimpuls L transformiert:

I:weL=Iw, I=1I" (1.46)

_Der Leitfdhigkeitstensor o eines elektrisch leitenden Materials ist (in linearer Naherung)

eine lineare Abbildung, die elektrische Feldstarken E in elektrische Stromdichten j transformiert:
o: E—j=0F. (1.47)
Es gilt die sog. Onsager-Relation o(B)? = o(—B) (mit B der magnetischen Feldstirke).
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1.9 Alternierende 2-lineare Formen

_ Sei V' ein Vektorraum. Eine alternierende 2-lineare Form w auf V' ist eine Abbildung
w: VXV =R

mit den Eigenschaften

(i) Schiefsymmetrie:

w(u,v) = —w(v,u) (u,v eV).
(ii) (Bi-)Linearitét:

w(u+v,w) = w(u,w) + w(v,w) (u,v,w € V),

w(a-u,v) =aw(u,v) (a € R).

Der Vektorraum der alternierenden 2-linearen Formen auf V heiBt Alt*(V).

_ Eine alternierende 2-lineare Form w : V x V' — R ist im Grunde dasselbe wie eine
schiefsymmetrische lineare Abbildung S : V — V*. Der Ubergang von der einen zur anderen

wird durch die folgende Formel geliefert:
Sv = w(v,-). (1.48)

Ausgehend von der alternierenden 2-linearen Form w erhalt man also Sv € V* durch Einsetzen
von v € V in das linke Argument von w. Umgekehrt definiert eine schiefsymmetrische lineare
Abbildung S : V — V* eine alternierende 2-lineare Form w : V x V — R durch w(u,v) =
(Su)(v) = —(Sv)(u) = —w(v,u). O

Ahnlich wie fiir Linearformen lasst sich auch fiir alternierende 2-lineare Formen ein anschauliches
Modell angeben. Die Details des Modells hangen von der Raumdimension ab. (In d Dimensionen

verwendet man eine Schar von Hyperebenen der Dimension d — 2.)

_ Ein Element w € Alt*(R?) lisst sich als homogene Schar von Punkten mit

Umlaufsinn visualisieren:

Der Zahlenwert w(u,v) wird ermittelt, indem man die vorzeichenbehaftete Zahl der Punkte von
w im Parallelogramm mit den Kanten u und v abzéhlt (inklusive Dezimalteil, durch Mitteln tiber
alle translatierten Parallelogramme). Das Vorzeichen ist plus oder minus je nachdem, ob der
Zirkulationssinn des Parallelogramms (“zuerst u, dann v”) mit dem Umlaufsinn der Punkte von

w ubereinstimmt bzw. nicht tibereinstimmdt.
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_ Ein Element w € Alt*(R3) lisst sich als homogene Schar von Geraden mit

Zirkulationssinn visualisieren:

Der Zahlenwert w(u, v) wird ermittelt, indem man die vorzeichenbehaftete Zahl der Kreuzungspunkte
der Geradenschar von w mit dem von w und v aufgespannten Parallelogramm bestimmt. Das

Vorzeichen ist wieder plus/minus je nachdem, ob der Zirkulationssinn iibereinstimmt oder nicht.

- Die Feldstarke B eines homogenen Magnetfelds im dreidimensionalen Raum ist eine
alternierende 2-lineare Form B € Alt?(R?). Bewegt man ein stromtragendes Kabel mit (konstant
gehaltenem) elektrischen Teststrom [ iiber das von u und v aufgespannte Parallelogramm hinweg

(Anfangskonfiguration: “zuerst u, dann v”; Endkonfiguration: “zuerst v, dann u”), dann ist die

Arbeit W = I B(u,v) aufzubringen.

1.10 AuBeres Produkt

_ Sei V' ein Vektorraum mit Dualraum V*. Fiir zwei Linearformen A, € V* erklart
man das duBere Produkt A\ A € Alt*(V) durch

AA p)(v,w) = A(v) p(w) = Aw) p(v) .

_ Fiir den Fall V = R? behaupten wir, dass sich das auBere Produkt wie folgt
anschaulich verstehen lésst. (i) Die Geradenschar von Ay entsteht durch Bilden des Durchschnitts
der Ebenenscharen von A und g . (ii) Den Zirkulationssinn von A A 1 bekommt man mit der Regel

“gehe zuerst in Richtung des Pluspols von A, biege dann in Richtung des Pluspols von p ab”.
- Die Linearformen A und p seien linear unabhéngig. (Andernfalls gilt A A p = 0.) Dann

existiert ein linear unabhangiges Tripel von Vektoren u, v, w mit den Eigenschaften

Durch einfache Rechnung erhalt man
AAp)(,w) =1, AAp)(w,u) =0, AAp)(u,v)=0.

Diese drei Gleichungen legen A A i eindeutig fest. Die letzten zwei besagen, dass die Geradenschar
von A A p parallel zum Vektor u liegen muss. Da dieser Vektor seinerseits wegen A(u) = p(u) = 0
parallel zu den Ebenenscharen von A und p liegt, ist die Geradenschar von A A u parallel zu den
Schnittgeraden der Ebenenscharen von A und p. Aus (A A p)(v,w) = 1 folgt schlieBlich, dass die
Geradenschar von A A g nicht nur parallel zur Schnittgeradenschar der Linearformen A, u liegt,

sondern sogar mit ihr identisch ist.
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1.11 Normierter Vektorraum

_ Sei V ein Vektorraum. Eine Norm

V=R, v,
ist eine Funktion mit den Eigenschaften
(i) ||v]| > 0 fir v # 0.
(ii) ||la-v|=la| ||v] fir allea e R, v e V.
(iii) Es gilt die Dreiecksungleichung:

lutoll < flull + ol (w0 eV).

Ein Vektorraum (V|| ||) mit Norm heifit normiert.

Fiir V' = R ist die Betragsfunktion a — |a| eine Norm.

Fiir einen Vektorraum V' sei der Dualraum V* mit einer Basis B* = {¢1,...,9,}

ausgestattet. Dann hat man fiir jede reelle Zahl p > 1 eine Norm durch

n l/P
lvllp = (Zh%(v)!”) : (1.49)

Sie heifit p-Norm. Fiir p = 1 entsteht die sog. Summennorm, fiir p — oo die Maximumsnorm.

1.12 Euklidischer Vektorraum

In den bis Abschnitt 1.10 betrachteten Vektorrdumen und ihren Dualrdumen, insbesondere bei
der Paarung zwischen Vektoren und Linearformen, traten metrische Beziehungen nicht auf. Diese
Vektorraume waren sozusagen “unstrukturiert”, was die Geometrie angeht. Im Gegensatz hier-
zu existiert in sog. Euklidischen Vektorraumen die Struktur eines Euklidischen Skalarprodukts.

Dieses eroffnet die Moglichkeit der Langen- und Winkelmessung fiir Vektoren und Linearformen.

_ Sei V' ein reeller Vektorraum. Unter einem Euklidischen Skalarprodukt auf V' versteht
man eine Abbildung
() VxV->R

mit den folgenden Eigenschaften.
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(i) Linearitét:

(u,a-v+b-w)=au,v)+b(u,w) (a,beR; u,v,weV).

(ii) Symmetrie:
(u,v) = (v,u) (u,v € V).

(iii) Positivitéit:

(v,v) >0 firalleveV, v#0.

Ein Vektorraum (V] (-,-)) mit Euklidischem Skalarprodukt heifit Euklidisch. In einem Euk-
lidischen Vektorraum existiert eine kanonische Norm, die Euklidische Norm. Sie ist definiert als

die positive Wurzel des Euklidischen Skalarprodukts eines Vektors mit sich selbst:

v == +/ (v, 0) . (1.50)

Die Euklidische Norm || v || eines Vektors v wird auch als seine Lénge bezeichnet. Die Euklidische
Norm spielt also die Rolle eines LangenmafBstabs.

Der Winkel Z(u,v) zwischen zwei Vektoren u, v ist erkldrt durch

{u, v)
lull o]l

cos Z(u,v) = (1.51)

Zwei Vektoren u, v mit der Eigenschaft (u,v) = 0 heiflen zueinander senkrecht oder orthogonal.

_ Unter einer Orthonormalbasis des Euklidischen Vektorraums V versteht man eine
Basis B = {ey,...,e,} von V mit der Eigenschaft

<ei7€j>:5ij (Z,]ZI,,R) D

_ Beziiglich einer Orthonormalbasis {ey, ..., e,} wird das Euklidische Skalarprodukt

zweier Vektoren u = > u;e; und v = > v;e; wie folgt ausgedriickt:

(u,v) = Z U;v; - (1.52)

Die Dualbasis zu einer Orthonormalbasis B = {ey, ..., e,} ist
@ B* :{1917"'71971}’ 191: <€ia'>' (153)
%
7
© e, v|e
Q g
=)
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1.13 Euklidischer Isomorphismus: Vektoren — Linearformen

Sei V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Jedem Vektor in V' ist dann in

kanonischer Weise eine Linearform in V* zugeordnet. Diese Zuordnung erfolgt durch
Z: V=V ve(v-). (1.54)

Vulgér gesprochen macht sie aus dem Vektor v das “hungrige Skalarprodukt” A = (v, -). Letzteres

ist eine Linearform A : V' — R mit Wert A(v') = (v,v’).

Visualisierung. Wir verwenden das in Abschnitt 1.4 vorgestellte Modell von Linearformen auf
V als Scharen von dquidistanten parallelen Ebenen der Dimension dim V' — 1 (oder Kodimension
Eins). Fiir dim V' = 2 haben wir es mit Geraden zu tun, fiir dimV = 3 mit gewthnlichen (also
zwei-dimensionalen) Ebenen, fiir dim V' = d mit (d — 1)-dimensionalen “Hyperebenen”. Die Schar
der Linearform Zv = (v,-) zum Vektor v besteht aus den Ebenen, die auf v senkrecht stehen und

den Abstand 1/|v| voneinander haben.

v| =2

Infolge der Eigenschaften des Fuklidischen Skalarprodukts ist die Abbildung Z : V — V*
symmetrisch (Z7 = T), und sie ist ein Isomorphismus, also linear und bijektiv. Insbesondere
existiert die inverse Abbildung

A VA 4 (1.55)

von Linearformen auf Vektoren. Mit Hilfe des inversen Isomorphismus Z~! lisst sich das Euklidi-

sche Skalarprodukt von V' nach V* iibertragen:

<>\7 M)V* = <Iil)‘7zilljl>v : (156)

GeméB dieser Definition ist die Dualbasis {¢1,...,9,} einer Orthonormalbasis {ey, ..., e,} wieder
eine Orthonormalbasis:

<19i779j>v* = <I_1197;,I_1'19]’>V = <€Z’, €j> = 51']' . (157)

Hierbei wurde die Relation ¥; = Ze; benutzt.

Bemerkung.| Mit dem inversen Isomorphismus Z~! lassen sich physikalische Grofen, die archetyp-
isch Linearformen sind, in Vektoren konvertieren. Insbesondere wird im Euklidischen Vektorraum

V ~ R3 jeder Kraftform F' € V* ein entsprechender Kraftvektor Z-1F € V zugeordnet.
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