2.4 Gradient

Fiir eine differenzierbare Funktion f : X — R kennen wir bereits das Differenzial df. Ist der
Differenzvektorraum V' des affinen Raums X mit der geometrischen Struktur eines Euklidischen
Skalarprodukts ausgestattet, so konnen wir der Funktion f neben der 1-Form df auch noch ein
Vektorfeld, das sog. Gradientenfeld (kurz: Gradient) gradf, zuordnen. Wir betonen, dass das
Differenzial fundamentaler als der Gradient ist: das Differenzial existiert immer, wahrend der

Gradient nur definiert werden kann, wenn ein Skalarprodukt vorliegt.

2.4.1 FEuklidischer Isomorphismus: Vektorfelder — 1-Formen

Sei E,, der n-dimensionale Euklidische Raum mit Differenzvektorraum V' = R"™. (Unser beson-
deres Augenmerk gilt natiirlich dem wichtigen Spezialfall n = 3, doch die hier zu besprechende
Konstruktion ist von der Dimension n unabhéngig.) In einer solchen Situation ist jedem Vek-
torfeld v : E, — V eine 1-Form Z(u) : E, — V* zugeordnet. Diese Zuordnung erfolgt durch
punktweise Anwendung des in Abschnitt 1.13 eingefiihrten Isomorphismus zwischen Vektoren und

Linearformen. In Formeln:
Z(u)p = (u(p), -)- (2.20)
Speziell gelten fiir jeden Satz von kartesischen Koordinaten x4, ...z, die Relationen

2(0) =dw;, T Ydw)=0; (i=1,...,n). (2.21)

Wie zuvor sind hierbei 0; die Vektorfelder zur kartesischen Basis {ej,...,e,}; also 0;(p) = e;

(t=1,...,n). Fiir ein allgemeines Vektorfeld u bzw. eine allgemeine 1-Form « gilt natiirlich

Z(u) =7 (Z U; (9@-) = Zul dx; T a)=1"" (Z o dx,-) = Z o; 0; . (2.22)

Erinnerung. Durch die Einfithrung eines Euklidischen Skalarprodukts wird iiber das Langenmaf3
der Einheitsvektoren e (mit (e,e) = 1) ein Mafistab ¢ festgelegt. In der bildlichen Darstellung der
1-Form Z(u) durch Ebenenscharen gilt

Linge(u(p)) x Ebenenabstand (Z(u),) = . (2.23)

2.4.2 Differenzial und Gradient

Spezialisieren wir den Isomorphismus Z zwischen Vektorfeldern und 1-Formen zum Sonderfall des

Differenzials einer Funktion, so erhalten wir:

Definition. Unter dem Gradienten einer Funktion f : FE,, — R versteht man das Vektorfeld
grad f :=Z *(df). (2.24)
Andere Schreibweisen fiir den Gradienten sind

grad f=V[f=V/. (2.25)
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Visualisierung. Wir wollen den Gradienten nun anschaulich deuten. Als Vorbereitung betrach-
ten wir zuerst das Differenzial. Zwecks besserer Vorstellung spezialisieren wir zum Fall n = 3.

Eine Funktion f: FE3 — R veranschaulichen wir durch ihre Niveauflachen,
S.:={p € By | f(p) =1 € R}, (2.26)

Zum Beispiel sind die Niveauflichen der Euklidischen Abstandsfunktion f = /22 + y? + 22 (in

kartesischen Koordinaten zy = z, zo = y, x3 = z) Kugeloberflichen:

Die Ebenenschar der 1-Form a = df im Punkt p entsteht durch Linearisierung der Niveauflichen
von f im Punkt p. Dabei ergibt eine dichte/diinne Aufeinanderfolge von Niveauflachen eine
dicht/diinn gestaffelte Ebenenschar. Der Gradient einer Funktion f steht tiberall senkrecht auf
den Niveauflachen von f. Dabei verhélt sich die Lange des Gradienten reziprok zum Abstand

zwischen den Niveauflachen.

Beispiel| (in zwei Dimensionen): Niveaulinien einer Héhenfunktion. Der Gradient zeigt in Rich-

tung des steilsten Anstiegs und ist umso groer, je dichter die Hohenlinien liegen.

(8!1101 f\(fa\
p

2.4.3 Partielle Ableitung

Zum Zweck der Koordinatendarstellung des Differenzials und des Gradienten definieren wir jetzt
den Begriff der partiellen Ableitung. Zunéachst befassen wir uns nur mit dem Differenzial df. Sei
dazu{o;ey,..., e,} ein affines Koordinatensystem des Euklidischen Raums E,, (oder eines anderen
affinen Raums). Wie zuvor bezeichnen wir die affinen Koordinatenfunktionen mit x; : E, — R.

Ihre Differenziale sind die Koordinatenformen dx; : E, — V*.
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_ Fiir eine differenzierbare Funktion f : F,, — R definiert man die partielle Ableitung

of
8.(13'1' '

als den Wert des Differenzials von f auf dem Basisvektor e; :

E, >R (2.27)

of  \._ . flp+te) — f(p)
o, (p) := (df)p(e;) = lim . . O (2.28)
Hieraus folgt fiir das Differenzial die Koordinatendarstellung
= . 2.2

_ Der Begriff der partiellen Ableitung ist nicht an affine Koordinaten gekniipft, son-
dern fiir ganz allgemeine Koordinatensysteme erklart. Hierauf wollen wir kurz eingehen.

Unter einem Koordinatensystem fiir F,, (oder irgendeinen n-dimensionalen affinen Raum) ver-
steht man einen Satz von differenzierbaren Funktionen & : FE, — R (i = 1,...,n) mit der
Eigenschaft, dass die Differenziale (d&),,. .., (d&,), fir jeden Punkt p € E,, eine Basis von V*
bilden. (V ~ R™ ist wie immer dem Differenzvektorraum von E,, .) Passend zu diesen Differen-

zialen bestimmt man (Basis-)Vektorfelder O, ..., J, durch Losen des Gleichungssystems

(d€i>p(6§j (p)) = ds (2.30)
fiir alle p € E, . Die partielle Ableitung nach &; ist dann definiert durch

oL )= (@00 ) = tag L BN =T (2.31)

Das Differenzial hat den universell einfachen Ausdruck

df = Z 7%, de; . (2.32)

- Zur Bestimmung der partiellen Ableitung nach einer Koordinate &; reicht es nicht aus,
die Koordinatenfunktion &; allein zu kennen. Fiir die partielle Ableitung 0f/0&; bendtigt man
das durch die Gleichungen

(d€1)(0e) =1, (d€2)(0e) =0, ..., (d&)(0) =0 (2.33)

bestimmte Vektorfeld O, , was wiederum die Kenntnis aller n Koordinaten i, ..., §, erfordert.

_Wir wenden uns jetzt dem Gradienten zu. Um einen

moglichst einfachen Ausdruck fiir ihn zu erhalten, schranken wir die Wahl des Koordinatensys-
tems unter Verwendung der Euklidischen Struktur von E, ein. Sei also das durch {o;e;1,...,e,}
bestimme Koordinatensystem jetzt kartesisch, d.h. die Basisvektoren e ,...,e, bilden ein Or-
thonormalsystem, (e;,e;) = d;;. Dann haben wir Z *(dz;) = 9;, und fiir den Gradienten folgt

der simple Ausdruck

(2.34)

grad f =Z Hdf) =" ( 6’f dx) 6’f

Oz, 83:

=1
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_ Ausgehend von kartesischen Koordinaten 1, x9, x3 im Fj

erklart man Zylinderkoordinaten p, ¢, z durch
T1 = pcosy, To=psing, 3=z, (2.35)

Das Differenzial hat in Zylinderkoordinaten die universell simple Form von (2.29):

of of of

=2 = L qz. 2.
df a9 dp~|—890 do + ==dz (2.36)

0z

Einfach gesagt wirken die partiellen Ableitungen 0/0p, usw., wie man es erwarten wiirde: driickt
man [ durch die Koordinaten p, ¢,z aus, dann ist df/dp die gewohnliche Ableitung nach der
Variablen p (wobei ¢ und z festgehalten werden).

Ausfiihrlich gesprochen werden Basisvektorfelder d,,d,, 0, bestimmt durch

dp(ap) =1, dp(atﬂ) =0, dp(az> =0,
dp(9,) =0, de(0,) =1, dp(0:) =0,
dz(0,) =0, dz(9,) =0, dz(0,) =1. (2.37)

Die partiellen Ableitungen sind dann durch die allgemeine Definition (2.31) gegeben; zum Beispiel

of . flp+19,(p) — f(p)
i R R 238)
Zur Aufstellung des Gradienten in Zylinderkoordinaten,
_ of of _ of
-1 _ 1 1 1
grad f =Z 7 (df) = 39 Z(dp) + R 77 (de) + 9, 77 (dz), (2.39)

bendtigen wir Z 1 (dp), Z!(dy) und Z ~*(dz). Dazu erinnern wir daran, dass der Isomorphismus
Z Orthonormalsysteme auf Orthonormalsysteme abbildet. Man sieht sofort (am schnellsten per

graphischer Skizze), dass die Niveauflichen von p, ¢, z aufeinander senkrecht stehen.

dg

Es verbleibt also lediglich die Aufgabe, die orthogonalen 1-Formen dp, dy, dz auf Eins zu normieren.

Im Fall von dp erhalt man

dp—d /x% bl = x1dxy ‘I‘l’gdl’g'
Va2 + 23
Da dz; und dz, Lange Eins haben, folgt
x? + 12
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Im Fall von dy ergibt sich

T dSCQ — T d$1
x4 23

de = darctan(zq/z1) =

und somit ) ,
W+ 1
dp,dp) = ——2= = —.
oo = G vagy ~
Ausserdem gilt (dz,dz). Folglich bilden die 1-Formen dp, pdy und dz ein Orthonormalsystem.

Das entsprechende Orthonormalsystem von Vektorfeldern bezeichnen wir mit
e, =T '(dp), e, =T Ypdyp), e =TI '(d2). (2.40)
Man hat
€,=0,, e,=p'0,, e =0.. (2.41)
Der Gradient in Zylinderkoordinaten wird dann ausgedriickt durch

afA 1of . Of .
99 o+ e e, + 55 & (2.42)

-Sphéirische Polarkoordinaten (oder Kugelkoordinaten) r, 0, ¢ sind erklart durch

grad f =

x1 =rsinfcos¢, xy=rsinfsing, x3=rcosb. (2.43)

dr

49

Die 1-Formen dr, rdf und r sin 6 d¢ bilden ein Orthonormalsystem, und der Gradient in Kugelko-
ordinaten ist
0 f 1of - 1 af .

gradf— ety r 00 +rsin9%e¢

(2.44)
mit
&=L Y dr)=0,, e=Z '(rdd)=r""0s, es5=T '(rsinfde)= (rsinf)'ds. O
Abschlielend soll noch einmal betont werden, dass das Differenzial immer existiert, wahrend
zur Bildung des Gradienten die Euklidische Struktur des Raums notwendig ist. Dieser wichtige
Unterschied wird spatestens in der Thermodynamik deutlich. Im Zustandsraum der Thermody-
namik gibt es keinen natiirlichen Begriff von Skalarprodukt, weshalb man dort viele Differenziale

aber keine Gradienten zu sehen bekommt.

-Ohne Skalarprodukt kein Gradient!
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2.5 Wegintegrale

Eine besonders wichtige Eigenschaft von 1-Formen ist, dass sie sich in kanonischer Weise langs

Kurven im Raum integrieren lassen.

_(anschaulich). Wir erkldaren das Wegintegral einer 1-Form « : X — V* ldngs einer
Kurve (oder eines Weges) I' in einem affinen Raum (X, V,+). Dazu unterteilen wir den Weg

gleichmafig in Stiicke, indem wir eine grofle Zahl von Stiitzpunkten pg,p1,...,pny einfithren:

. e Pu
//—P: Ri-

R

Dann berechnen wir die Summe

1y

o (P1 — Po) + (P2 — p1) + ... + (PN — Pr—1) -
Schliellich verfeinern wir die Kette der Stiitzpunkte, bis sich im Limes N — oo ein Grenzwert
(némlich das Wegintegral [ o von o langs T') einstellt:

N-1
/a = lim Z ap, (Pit1 — pi) - (2.45)
r i=0

N—oo

_ Fiir diese Definition wird nur die affine Struktur des Raumes bendtigt: zur Be-
stimmung der auftretenden Summanden «, (p;+1 — p;) tun wir nichts weiter, als die Linearformen
a,, auf den Differenzvektoren p; 11 — p; auszuwerten. Hierfir geniigt der Begrift von Parallelitat
— im anschaulichen Bild von Abschnitt 1.4 zéhlen wir ganz einfach die von p;y1 — p; gekreuzten
Ebenen von a,, . Winkelmessung und/oder Langenmessung von Vektoren kommt hier nicht vor!
(Tatséchlich ist Winkel- und Léangenmessung fiir unser spezielles Ziel, ndmlich die Berechnung von
Wegintegralen von Kraftfeldern, nicht angezeigt.) O

Um zu einer konzisen Definition zu gelangen, ersetzt man grob gesprochen die Differenzvektoren
der Stiitzpunkte durch die Tangentialvektoren der Kurve. Das genaue Vorgehen ist wie folgt. Sei
[' eine Kurve in X mit Anfangspunkt p und Endpunkt ¢q. Unter einer Parametrisierung von I'

versteht man eine differenzierbare Abbildung
v: [0,1] = X (2.46)

mit ([0, 1]) =T (als Punktmengen), v(0) = p, 7(1) = ¢ und +/(¢) # 0 fiir alle t € [0, 1].

_(Wegintegral). Ist v: [0,1] — X eine Parametrisierung der Kurve I, so erklart man
das Wegintegral der 1-Form o« : X — V* langs ' durch

[o=] oo (1) . 2.47)

_ Das Wegintegral hangt nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Ist namlich
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