2.6 Flachenintegrale

Die passenden Integranden fiir Flachenintegrale sind weder Vektorfelder noch 1-Formen, sondern

sogenannte 2-Formen.

2.6.1 2-Formen

In Abschnitt 2.3 haben wir gelernt, dass 1-Formen raumlich variable Linearformen sind. Ganz

analog sind 2-Formen raumlich variable alternierende 2-lineare Formen.

_ Eine 2-Form w auf einem affinen Raum (X, V, +) ist eine differenzierbare Abbildung
w: X = ARV, pewy, (2.58)

die jedem Punkt p eine alternierende 2-lineare Form w, zuweist.

- Ein physikalisch wichtiges Beispiel fiir eine 2-Form im Euklidischen Raum FEj ist die
magnetische Feldstdrke B. Wir erinnern daran (siche Abschnitt 1.9), dass man sich eine al-
ternierende 2-lineare Form als eine Geradenschar (in 3 Raumdimensionen) vorstellen kann. Das
gleiche Bild taugt fiir ein homogenes Magnetfeld B als raumlich konstante 2-Form. Auch im all-
gemeinen Fall eines nichthomogenen Magnetfelds B taugt die Vorstellung von (jetzt nicht mehr

geraden) Linien; diese werden als magnetische Flusslinien bezeichnet.

_ Unter dem aufleren Produkt zweier 1-Formen « und [ versteht man die 2-Form aA S,

wobei das auflere Produkt punktweise erklart ist:

(aNB)p:=a,\B,. (2.59)

Insbesondere gilt

(dz Ady), = (dz), A (dy), =0, ATy,  usw. (2.60)
Bei der Multiplikation einer 2-Form w mit einer Funktion f entsteht eine neue 2-Form, fw:
(fw)p = f(p) wp- (2.61)

Mit der punktweisen Definition der Multiplikation werden alle Eigenschaften der Skalarmultiplika-
tion und duBeren Multiplikation (von alternierenden Multilinearformen) iibertragen; so gilt zum

Beispiel fiir eine Funktion f und zwei 1-Formen o und ( die Relation

flanpB)=(fa)ANB=fanp. (2.62)
_ Es sei ein Satz von Koordinatenfunktionen z, ..., z, mit Koordi-
natenformen dzy,...,dz, gegeben. Dann sind die geordneten dufleren Produkte dz; A dz; fiir

1 <1 < 7 < n elementar in dem Sinn, dass eine allgemeine 2-Form w als Linearkombination

derselben dargestellt werden kann:

1 n
W = Zwij dﬂ?z VAN d(L’j == 5 Z Wij dl‘z N dl’j . (263)

1<j 1,7=1
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Fir das zweite Gleichzeitszeichen wird beniitzt bzw. angenommen, dass gilt
dl?i VAN dil?j = —dxj A d.Ti, Wij = —Wjj - (264)

Insbesondere hat man

d.fll'j N dl’j = O, Wjj; = 0. (265)

_ Wir deuten kurz an, wie man sich 2-Formen im dreidimensionalen Raum an-
schaulich vorstellen kann. (i) Man bekommt die Geradenschar der konstanten 2-Form dx A dy,
indem man die Niveauflichen der Koordinatenfunktion x mit den Niveauflichen der Koordinaten-

funktion y schneidet. Die Geraden dieser Schar liegen parallel zur z-Achse.

(&) (i)

(ii) Die 2-Form der magnetischen Feldstdrke B besteht aus magnetischen Flusslinien. Aufgrund
einer speziellen Eigenschaft von B (ndmlich: B ist “geschlossen”, dB = 0; siehe Abschnitt 2.7.1)
haben diese Linien keinen Anfang und kein Ende. (iii) Auch eine ganz allgemeine 2-Form w
im dreidimensionalen Raum lasst sich als System von Linien visualisieren. Im allgemeinen Fall
(dw # 0) sind diese Linien aber nicht geschlossen, d.h. sie konnen sehr wohl anfangen und enden.
Alternativ kann man sich vorstellen, dass die “Liniendicke” variiert. [Die Begriindung zu (ii) und

(iii) wird in den folgenden Abschnitten gegeben.]

2.6.2 Integral einer 2-Form

Eine orientierte Fliche ist (vereinfacht ausgedriickt) eine Flache mit Zirkulationssinn. Eine Para-

metrisierung einer orientierten (Quader-)Flache ¥ ist eine differenzierbare Abbildung

o: 0,1 =X CX, (st)0(st), (2.66)

mit der Eigenschaft, dass das geordnete Paar von Tangentialvektoren 2 o (s, t)

o , % o(s,t) den
Zirkulationssinn der Flache ¥ nachbildet. (“Geordnet” bedeutet hier, dass es auf die Reihenfolge

der Tangentialvektoren ankommt.)

+
o

//'///
O T
R > s s =

/
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_ Es sei (X,V,+) ein affiner Raum und w : X — Alt*(V) eine 2-Form. Ist o :
[0,1]2> - ¥ C X eine Parametrisierung der Fliche X, so ist das Integral von w iiber ¥ erklirt

durch das iterierte (Riemann-)Integral

/Ew - /01 </Olwa(s,t) <% a<s,t>,%a(s,t>> dt> ds (2.67)

_ Diese Definition ist von der Wahl der Parametrisierung unabhangig.

Beispiel. Wir integrieren die konstante magnetische Feldstirke B = Bydz A dy (mit By € R)

iiber eine Hemisphare S, mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung o und Parametrisierung
o(s,t) = o+ Rsin(mws/2) (cos(2nt) e, + sin(2nt) e,) + Rcos(ms/2) e, .

Zunachst bestimmen wir den Tangentialvektor zur s-Koordinatenlinie:

32 o(s,t) = SRmcos(ms/2)(cos(2mt) e, + sin(27t) e,) — 2 Rrsin(ws/2) e,
s

und den Tangentialvektor zur t-Koordinatenlinie:

% o(s,t) = 2Rmsin(ms/2) ( — sin(27t) e, + cos(2mt) e).

Dann setzen wir die Tangentialvektoren in die 2-Form ein:

Bo(s) (% o(s,t), % o(s, t)) = By R’n”sin(ws/2) cos(ms/2) ( cos®(2mt) + sin®(2nt))

= 1By (7R)’sin(rs).

Schlielich berechnen wir das Flachenintegral:

1/ pl
/ B = %BQ(WR)Q/ (/ sin(7s) dt> ds = BymR>.
S+ 0 0

_ Es ist kein Zufall, dass das Ergebnis dieser Rechnung dem Produkt aus konstanter
Feldstirke By und Kreisfliche 7 R? (Projektion der Hemisphire auf die zy-Ebene) gleich ist. Den

zugehorigen mathematischen Hintergrund (Satz von Gauss) werden wir spéter kennenlernen.

_ Die obige Definition des Flachenintegrals ist auf unser Beispiel anwendbar,
auch wenn die Hemisphéare nicht in die Klasse der Quaderflachen fallt. Dazu entfernt man eine
Kreisscheibe vom Radius & mit Mittelpunkt im Nordpol und schneidet die Hemisphére (z.B. langs
der Koordinatenlinie ¢ = 0) auf. Auf diese Weise entsteht eine Quaderfliche. Die urspriingliche

Hemisphére gewinnt man im Limes ¢ — 0 (nach Zusammenkleben langs ¢t = 0) zuriick.
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2.6.3 Flachenintegral eines Vektorfeldes

Durch punktweise Anwendung der Abbildung Z, von Abschnitt 1.16 erhalten wir einen Isomor-
phismus

7, : Vektorfelder — 2-Formen. (2.68)
- Der 2-Form der magnetischen Feldstarke
B =DB,,de ANdy + B,,dy ANdz+ B,, dz Adx (2.69)
wird durch Z, ' das Vektorfeld des Magnetfeldes zugeordnet:

Z, Y(B) = Byy0. + B,.0, + B..0, = B.0, + B,0, + B,0, . (2.70)

_ Es sei v = 7: E5 — R3 ein Vektorfeld und ¥ eine orientierte Fliche in E5. Das

Fléchenintegral [, - d?f von v iiber X ist erklért durch

/217~d2ﬁ: /212@). (2.71)

Man konvertiert also das Vektorfeld v in die 2-Form Zy(v) und integriert dann letztere in der uns

schon bekannten Weise.

_ Aus der Formel Zy(v) = Q(v, -, -) erhalten wir den Ausdruck

/217- d*n = /01 (/OlQ (v(o(s,t)), %a(s,t),%a(s,t)) dt) ds . (2.72)

Im Flachenintegral eines Vektorfeldes v integriert man also das Spatvolumen der drei Vektor-

felder v, %0, %a. Wegen Q(u,v,w) = (u,v X w) ist eine Aquivalente Aussage, dass man im
Flachenintegral das Euklidische Skalarprodukt von v mit dem Vektorfeld

0 0

55 o(s,t) x 5 o(s,t) (2.73)

integriert. Laut Definition des Vektorprodukts steht letzteres tiberall senkrecht auf der Integra-
tionsflache .

d0 , do _
s St >

53 'R istdas Euklidische Skalarprodukt v-n
Z integriert Uber die Flache 2.

=
2.7 Rotation

Nach dem Gradienten werden wir jetzt einen zweiten Vektor-Differenzialoperator kennenlernen:
die Rotation “rot” (engl. “curl”). Dieser Differenzialoperator ist eine Spezialitdt von E5. Um die
Rotation in angemessener Weise einzufiihren, miissen wir zuerst den allgemeinen Ableitungsbegriff

fir 1-Formen kennenlernen.
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2.7.1 AuBere Ableitung einer 1-Form

Es sei X ein n-dimensionaler affiner Raum. Ist X mit einer Basis dzq,dzs, ..., dz, von Koordi-

natenformen ausgestattet, dann ist jede 1-Form « auf X darstellbar als Linearkombination

o= Z a; dx; (2.74)
i=1

mit Komponenten a; : X — R.

_ Die auflere Ableitung einer 1-Form o = Y a; dz; ist die 2-Form

da = do; Ada;. (2.75)

i=1

_ Einen aquivalenten Ausdruck erhélt man mit do; = ) gg‘? dz; durch Verwenden
J

der Schiefsymmetrie dz; A dz; = —dz; A dz; des duleren Produkts:

~ 8042- 804]' 8041'
da z; dZE] A diL‘z ( ) j) dl’, A dl‘] ( 6)

i,j=1 1<j

Fiir den Fall einer 1-Form F = E,dz + E,dy + E.dz im dreidimensionalen Raum FE3 hat man

_ (0E, OE, OE, OE, OE, OF,
dE_(@x ay)dxAdy+(ay 8z)dyAdZ+<8z ax)dz/\dx. O (2.77)

Die duflere Ableitung ldsst sich in sehr anschaulicher Weise deuten (siehe spéter). Sie hat
die charakteristische Eigenschaft “Zweimal d gibt Null”, was im vorliegenden Kontext Folgendes

bedeutet.

- Die duBlere Ableitung einer exakten 1-Form a = df verschwindet:

da=d(df)=>" <ai (%) - a% (gg)) dz; Adz; = 0. (2.78)

i<j

- Nach obiger Formel folgt die Aussage sofort aus der Schwarz’schen Regel

g (of\ 0 (0f
O (3_%)_3_93]<533z>

Letztere ist eine unmittelbare Konsequenz der Definition von partieller Ableitung:

o (of . 1/of of
A EREH R )

= limlliml(f(p—i—sei—ktej) —flp+se)—flp+te)+ f(p))

s—0 8 t—=0 ¢t
o (0f
= .0

Man verwendet auch die kiirzere Schreibweise

*f 0*f
c%i an n an 6(131 )

(2.79)
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