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29. Wegintegrale

Wir betrachten den Euklidischen Raum Eg mit kartesischem Koordinatensystem {pg;e1,ez2}.
Darin verlaufen die folgenden drei Wege ~; : [0, 1] — Eo:

Mt = po+2ter — ez
Yo:t — po+2te; + (8t(1 - t) — 1)62
v3:t — po+ Rcos(2nt)er + Rsin(2nt)ey

mit R € RT. Des Weiteren sei auf Ey die 1-Form o = % (r1 dre — w9 dx1) gegeben.
Erinnerung: Das ist Kurzschreibweise fiir a,(v) = 3 (z1(p) (dz2)p(v) — 22(p) (dz1)p(V)).
a) Berechnen Sie +/(t) = %~,(¢) fiir alle drei Wege.

b) Berechnen Sie a.,, ;) und ., (v;(t)) fiir alle drei Wege.
¢) Berechnen Sie f%_ a= fol () (7 (t)) dt fiir alle drei Wege.

Anmerkung: Sie diirfen natiirlich gerne erst a), b) und ¢) fiir 7; bearbeiten, dann fiir die anderen
beiden Wege.

30. Exakte 1-Form

Seien Es und ~y; wie in Aufgabe 29. Die uns hier interessierende 1-Form sei 8 = —x1 dxy — 2 dxs.
a) Zeigen Sie, dass ( exakt ist. Finden Sie dazu eine Funktion ® : Ey — R mit d® = .
Hinweis: Raten von ® ist erlaubt, der Ansatz ®(x) = f% B, wobei v, ein beliebiger Weg
von pg zu x ist, liefert aber einen guten Kandidaten.

b) Berechnen Sie fv B fiir die drei Wege aus Aufgabe 29 mit allen zur Verfiigung stehenden
Mitteln.

c) Ist a aus Aufgabe 29 ebenfalls exakt? Warum (nicht)?
d) Zeichnen Sie 5, Z(3) und die drei Wege ;. Orientierungen nicht vergessen!

Interpretation: ® kénnte z.B. die Hohe eines nicht zu zerkliifteten Berges in Abhéngigkeit der
horizontalen Position beschreiben. § = d® ist dann die lokale Steigung des Berges. Die Linien, mit
denen man [ visualisiert, sind die Wege, entlang deren Tangenten S zu null ausgewertet wird;
es sind die Hohenlinien. f7 B; berechnet den auf dem Weg ~ erklommenen Hohenunterschied.
Z(B) = grad® ist ein Vektorfeld, das jeweils in die Richtung des steilsten Anstiegs zeigt, und
dessen Lénge die Stérke der Steigung angibt.



31. Parametrisierungen

Wir betrachten den Euklidischen Raum E3 mit einem affinen Koordinatensystem {po; e;, ey, e.}.
a) Geben Sie eine Parametrisierung des Einheitskreises in der z-y-Ebene um den Ursprung.
Die Umlaufrichtung sei entgegen dem Uhrzeiger, gesehen aus der positiven z-Richtung.

b) Geben Sie eine Parametrisierung einer Spirale in der z-y-Ebene an, die im Ursprung
beginnt und deren Radius proportional zum durchlaufenen Winkel wéchst. Beschrénken
Sie sich auf zwei Umlaufe im Gegenuhrzeigersinn, gesehen aus der positiven z-Richtung.

32. Kraftfelder

Wir betrachten wieder den Euklidischen Raum [E3 mit einem kartesischen Koordinatensystem
{po; ez, ey, e, } und zugehorigen Koordinatenfunktionen z, y und z. Berechnen Sie zu den gegebe-
nen Potenzialen U : E5 — R jeweils das Kraftfeld F' = —dU und das Beschleunigungsvektorfeld

—

F =1,(F)= —gradU. Uy, m, g und r¢ sind Zahlen in geeigneten Einheiten.

Beispiel: U = Uyrg (x2+y2+22)_% (Kurzschreibweise fiir U (p) = Uoro (z(p)?® + y(p)* + 2(p)?) %),
das Potenzial einer Punktladung, fiihrt zu F = Ugrg (vdx + ydy + zdz)(2? + y* + 22)_% und
F = Ugyro (ze, + ye, + ze;)(z? + y* + 22)_%, sieche Aufgabe 27.

a) Homogenes Gravitationsfeld: U = mgz

b) Feld eines geladenen Drahtes: U = Uy In (%)
c) Longitudinale Welle: U = Uy sin(x/rg)

d) Potenzialtopf: U = —Up exp (—M)

To

e) Dipolfeld: U = Uyr2 z(a? + y? + 22)"



