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33. Die Jacobi-Matrix

Wie Thnen aus der Vorlesung und der Ubung bereits wohlbekannt ist, liefert das Differential
dF einer Funktion F' : X — Y zwischen affinen Rdumen fiir jeden Punkt p € X eine lineare
Abbildung zwischen den Differenzvektorraumen U und V von X und Y — und zwar diejenige,
die F' in p am besten linear approximiert.

Sie wissen andererseits auch, dass lineare Abbildungen nach dem Fixieren von Basen Matrixdar-
stellungen besitzen. Seien By = {ey, ...,en}, By = {fi,...,f,} Basen von U, V. Die Koordinaten
von X seien 1, ...xy, und y1,. .., y, diejenigen von Y. Ziel dieser Aufgabe ist es, die darstellende
Matrix von d,F' zu berechnen.

a) Ein allgemeines F' hat den Funktionsterm

n
F(z1,...xy) = oy + ZFz’(ﬂUh ooz
i=1

mit n differenzierbaren Funktion F; : X — R. Geben Sie dF an.
Beachten Sie dabei, dass dies die von nun an verwendete Kurzschreibweise fir

F(p) =oy + > _Fi(z1(p).- .. zm(p))fi
=1

ist, d.h. der Punkt p wird unterdriickt.
Hinweis: Erinnern Sie sich ggf. auch an Aufgabe 26¢.

b) Zeigen Sie nun, dass die Matrixdarstellung Jr(p) von dpF bzgl. By, By durch

_ O,
N 6a:j

(Jr(P))ij (p)

gegeben ist. Dies ist die sogenannte Jacobi-Matrix.

c) Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen fiir die Funktion F, G, G o F aus Aufgabe 28. Uber-
zeugen Sie sich durch eine Rechnung, dass sich die Kettenregel hier in das Produkt der
Jacobi-Matrizen iibersetzt:

Jaor(p) = Ja(F(p)) - Jr(p).



34. Die ominése “Ableitung nach der Zeit”
In der Vorlesung tiber Experimentalphysik ist sie Ihnen sicherlich bereits tiber den Weg gelaufen:
Ist F': X — R eine differenzierbare Funktion, so findet man héufig Ausdriicke wie

dF _OF
”dt _8561

,, 6
xT; .

Gemeint ist damit Folgendes: Natiirlich werden nicht die Koordinaten selbst nach der Zeit diffe-
renziert, sondern man betrachtet zusétzlich eine differenzierbare Kurve v : R — X, ¢ — ~(t).

F o~ bildet dann von R nach R ab und kann nach seiner (einzigen!) Variable ¢ differenziert
werden. Zeigen Sie also (z.B. mit Hilfe von 33c)

A2 5 2 i,

35. Kugelkoordinaten

a) Im euklidischen Raum E3 mit Standardkoordinaten z; und Ursprung py werden Kugel-
koordinaten durch

x1 = rsinfcos ¢ To = rsinfsin ¢ T3 = rcosf

erklart. Erlautern Sie unter Verwendung einer Zeichnung die Bedeutung von r, 6, ¢ und
der Transformationsvorschrift.

b) Berechnen Sie die Basisvektorfelder 0,, 0y, 04 und zeigen Sie, dass diese in jedem Punkt
paarweise orthogonal sind. Berechnen Sie zusétzlich die Norm dieser Vektorfelder.
Hinweis: Wenn man einen Punkt p = pg+ ), z;€; mittels obiger Vorschrift als Funktion
seiner Kugelkoordinaten auffasst, d.h.

p = po + rsin B cos pe; + rsin O sin pey + r cos fes,

so erhélt man das i. Basisvektorfeld durch partielles Differenzieren nach der entspre-

chenden Koordinate, etwa 9, = %.

36. Flachenintegrale

In E3 mit Standardkoordinaten seien drei Flachenparametrisierungen gegeben:

o1,02,03:[0,1] x [0,1] — Egs
o1:(s,t) — po+ s cos(2nt) e, + s sin(2nt) e,
oy:(s,t) = po+(2s—1)ey+ (4t —2)\/s(1 —s)ey
o3:(s,t) = po+sey,+te,+ (s(1—s)+t(l—1t))e;

a) Berechnen Sie %ai(s,t) und %ai(s,t) fiir die drei Parametrisierungen.

Weiterhin seien die zwei 2-Formen o = dz A dy und as = zdx A dy gegeben.



b) Berechnen Sie ffn a7, fa2 aq, fgg a1 und f03 as.

Erinnerung: Berechnen Sie dazu jeweils (g, (s,¢), () gy (s,0) (%Ji(s,t), %Ji(s,t)) und

/01 </01(aj)gi(s7t) (iai(s,t), aatai(s,t)> dt) ds

Hinweis: Fiir [« ist die Substitution s = (1 — cos(u))/2 niitzlich.



