Institut fiir Theoretische Physik Prof. Dr. Martin Zirnbauer

der Universitat zu Koln Daniel Wieczorek
Mathematische Methoden der Physik
Blatt 15
WS 2014/15

Abgabe: 02.02.2015 bis 12 Uhr im entsprechenden Briefkasten
Besprechung: 04.02.2015 in den Ubungsgruppen
Website: http://www.thp.uni-koeln.de/~dwieczor/mm1415

Die Aufgaben 66 und 67 sind besonders klausurrelevant.

64. Isentrope Zustandsanderung eines idealen Gases

Die Gleichgewichtszusténde eines idealen Gases konnen durch Angabe von Druck! P, Volumen
V und Temperatur 7" beschrieben werden, jedoch sind zur eindeutigen Angabe eines Zustands
nur zwei Variablen notig, da die dritte sich stets aus der idealen Gasgleichung

PV =nRT

ergibt. Hierbei ist n ist die Stoffmenge und R die universelle Gaskonstante. Die Gleichgewichtszu-
stdnde lassen sich also als Punkte auf einer , Flache“ M auffassen — die Anfiihrungsstriche deuten
dabei an, dass es sich um ein Objekt handelt, das man wie eine herkémmliche Fléche durch zwei
Koordinaten beschreiben kann, es jedoch keinen umgebenden Raum gibt. Druck P, Volumen V|,
Temperatur T', Entropie S und innere Energie U lassen sich als Koordinatenfunktionen M — R
auffassen. Die Gasgleichung bedeutet in diesem Zusammenhang, dass fiir alle p € M die Glei-
chung P(p)V (p) = nRT(p) gilt. Fiir ein ideales Gas haben Arbeitsform und das Differential der
inneren Energie die Gestalt
W = —-PdV dU = CydT,

wobei Cy die isochore Warmekapazitiat bezeichnet. Wir wollen in dieser Aufgabe die Gleichung

fiir Kurven konstanter Entropie, die sog. Isentropen?, herleiten.

a) Der aus der Vorlesung bekannte 1. Hauptsatz der Thermodynamik lautet @ + W = dU.
Isentropen v sind dadurch definiert, dass lings dieser Kurven die Warmeform @ ver-
schwindet, d.h. dass Q,(7’) = 0 gilt. Wéhlen Sie die Koordinaten T,V zu zeigen Sie,
dass auf diese Weise

T((£)V(1(£)) &V = konstant

nR
folgt. Man schreibt dafiir oft kurz TV ¢v = konstant.
Hinwezis: Sie diirfen dazu verwenden, dass man ' = T"9r + V'0y schreiben kann, wobei

T' = 4T(y(1)), V' = 4V (3(2)).

b) Geben Sie die Isentropengleichung fiir die Koordinatenwahlen P,V und P,T an.

"Wir verwenden hier den Grofbuchstaben, um die iibliche Schreibweise p fiir Punkte nicht umstofen zu miissen.
2Die man mitunter etwas unprizise auch als Adiabten bezeichnet.



65. Isotherme Expansion eines van-der-Waals-Gases

Die Zustandsgleichung eines van-der-Waals-Gases? lautet

n2a

nRT = (P + v2> (V = nb),

wobei a der sog. Kohésionsdruck und b das sog. Kovolumen ist. Berechnen Sie den Warmeaus-
tausch mit der Umgebung, der bei einer isothermen Expansion (Vi,T1) — (Va,T1) stattfindet.
Auch hier ist dU = CydT.

66. Mathematisches Schwerependel

Das mathematische Schwerependel besteht aus einer Punktmasse m, die an einem (masselosen)
Faden der Lange [ aufgehéngt ist und Reibungsfrei schwingen kann.
a) Der vom Lot aus gemessene Ausschlagwinkel des Pendels sei mit ¢ bezeichnet. Stellen

Sie die (nicht gendherte) Bewegungsgleichung des Pendels auf.

Hinweis: Die Losung hat die Form ¢”(t) = const - sin(¢(t)), wenn ¢ die Zeit bezeichnet.

b) Nun gehen wir davon aus, dass das Pendel stets nur kleine Ausschlége macht. Verwenden
Sie diese Annahme, um mittels Taylorentwicklung aus der Gleichung in Teil a) eine
lineare Differentialgleichung herzuleiten (,,Linearisierung”). Losen Sie diese. Verwenden
Sie als Anfangsbedingungen den Ausschlagswinkel o und die Winkelgeschwindigkeit w.

67. Transformationssatz

Im Folgenden arbeiten wir im Ez mit Koordinatensystem {po; e;, ey, e.}.
a) Berechnen Sie das Differential der Abbildung

ﬂ} : Eg — Eg
p = po + ax(ples + by(p)ey, + cz(p)e. ,mit a,b,c € R*.

b) Berechnen Sie ¢*(dx A dy A dz).

c) X bezeichne die Kugel mit Radius eins um pg. Machen Sie sich klar, dass ¢(X) ein
Ellipsoid ist. Das Volumen des Ellipsoids ist dann durch

/ dr Ndy N\ dz
Y(E)

gegeben. Verwenden Sie den Transformationssatz

/M)w - /Ew*(w)

und Aufgabenteil b), um die Integration iiber 1)(3) auf eine Integration iiber ¥ zuriick-
zufithren und geben Sie das Volumen des Ellipsoids an.

Hinweis: Sie miissen das Integral nicht explizit ausrechnen. Verwenden Sie, dass das
Volumen der Einheitskugel durch 47/3 gegeben ist.

3Diese Gleichung beschreibt ein reales Gas, dessen Molekiile nicht punktférmig sind und Wechselwirkungen
unterliegen, die iiber elastische Stoéfte hinausgehen.



