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1 Konflikte zwischen der klassischen Physik und diversen
experimentellen Beobachtungen

1.1 Stabilitat von Atomen

Experimente von Rutherford (1906 — 1911) zur Streuung von a-Teilchen (also Heliumkernen) an
Materie ergaben, dass Atome aus Atomkern und Elektronenhiille bestehen. Nach den Gesetzen der
klassischen Elektrodynamik miisste die (beschleunigte) Bewegung der Elektronen in der Atombhiille
zur kontinuierlichen Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen und somit zu andauerndem
Energieverlust fiihren.

Wir machen eine grobe Abschatzung der [Strahlungsverluste fiir den Fall von Wasserstoff.
Dazu modellieren wir das H-Atom als Elementarladung e (Elektron), die den Atomkern auf einer
Kreisbahn mit Radius R(¢) und Frequenz w(t) umlauft:

2 9 1/2
5 e e’/m
T e R? “ (47T€OR3)

Die Bewegung des Elektrons ergibt ein zeitlich veranderliches Dipolmoment. Die Strahlungsleis-
tung eines elektrischen Dipols mit Dipolmoment |u| = eR und Frequenz w ist bekanntlich

dE  |ul? w4_1< e )3 c¢/R
(

At 4me, 363 3 \4dmeoR mc?)?

Mit der vereinfachenden Annahme, dass die Bewegung des Elektrons immer kreisformig verlauft,

erhalten wir

dE d(l 62> 1 & R

Cdt dt \ 2 4weoR(t) 2 4rsoR R
Durch Trennung der Variablen entsteht
(€2 /4me)? 3, 1 3
———-—cdt=—-R*dR = —-d(R’).
(mc?)? ¢ 2 2 (£

Man sieht nun sofort, dass das Elektron in endlicher Zeit in die Singularitat R = 0 fallt. Fir den
Anfangsradius R(0) = aponr = ao ist diese Zeitdauer T' gegeben durch

- me®  \?ap _ (0,511 MeV\? 0,5 x 107'm
-~ \ e?/4meag 2-13,6eV ) 2-3x 10%m/s

— & ~3x 107 s,
2c i
Die auf der Grundlage der klassischen Physik erwartete Lebensdauer liegt also im Pikosekunden-

bereich, was im Widerspruch zur beobachteten Stabilitdt von Atomen ist.

1.2 Existenz scharfer Spektrallinien in elektromagnetischen ﬂbergéngen
von Atomen

Empirisch beobachtet man, dass die Emission und Absorption von Strahlung durch Atome bei fes-
ten, atomspezifischen Frequenzen stattfindet. Diese Frequenzen w,,, lassen sich fiir jede Atomsorte

als Differenzen “elementarer” Frequenzen w, ausdriicken:

Wimn = |Wm — Wy (Ritz’sches Variationsprinzip, 1905).



Fir Wasserstoff ist das Schema besonders einfach (“Balmer-Formel”):

1 1

i (m,n € N),

Wmn = Wo

mit wy ~ 2.06x10*%s~1. Fiir diese Beobachtung gibt es keine Erklirung im Rahmen der klassischen

Physik.

1.3 Hohlraumstrahlung

Wir betrachten einen kubischen Hohlraum der Kantenlange L. Durch simples Abzahlen erhalt
man fiir die Dichte der elektromagnetischen Schwingungsmoden (mit Wellenzahl k) im Hohlraum
den Ausdruck oc L3k?dk.

Nach dem Aquipartitionsprinzip der Thermodynamik tragt jede Mode im thermischen Gleich-
gewicht mit Temperatur 7' die thermische Energie %kBT (mit kp der Boltzmann-Konstante).

AuBlerdem haben wir k = w/c. Die Energiedichte folgt demnach dem Rayleigh-Jeans Gesetz:
Energiedichte o< kgTec 3w?dw .

Problem: wenn man diesen Ausdruck iiber alle Frequenzen integriert, um die in den elektromag-
netischen Schwingungsmoden enthaltene Gesamtenergie zu ermittlen, erhalt man Unendlich.
Experimentelle Beobachtungen (Stefan) und theoretische Uberlegungen (Wien, 1896) ergaben

folgendes Verhalten fiir hohe Frequenzen:

Energiedichte oc e™emst>@/T3q, |

Unter einer Hypothese von “Quantelung” der Strahlungsenergie konnte Planck (1900) motivieren:

1 hw?dw

1203 ehw/kpT _ |

Energiedichte = (Planck’sche Strahlungsformel)

mit der Planck’schen Konstanten A ~ 1,05 x 1073*Js. Diese Formel interpoliert zwischen dem
Rayleigh-Jeans Gesetz bei niedrigen Frequenzen (hw < kgT') und dem Wien’schen Gesetz bei
hohen Frequenzen (hw > kgT).

Mehr hierzu findet man z.B. in N. Straumann, Physikalische Blatter, Dezember 2000.

1.4 Photoelektrischer Effekt

Hallwachs (1888) und Lenard (1902) beobachteten, dass Alkali-Metalle, die mit UV-Licht bestrahlt
werden, Elektronen emittieren, wobei der resultierende Ladungsstrom zur eingestrahlten Intensitat
proportional ist. Allerdings héngt die Geschwindigkeit der emittierten Elektronen nicht von der
Intensitat (sondern nur von der Strahlungsfrequenz w) ab!

Basierend auf der Annahme, dass Licht aus “Korpuskeln” (heute: “Photonen”) besteht, machte
Einstein (1905) einen Erklarungsvorschlag: die Photonen “schlagen” jeweils ein Elektron aus dem
Metall heraus. Energiebilanz:

1
§mv2 = hw — W = Energie eines Photons minus Austrittsarbeit.



1.5 Stern-Gerlach Experiment (1922)

Man prépariert einen Strahl magnetischer Dipole (z.B. Ag-Atome) und sendet den Strahl durch

ein inhomogenes Magnetfeld.

B

/

A 4
> /
,

/

Die Energie eines magnetischen Dipols 7 im Magnetfeld B ist —m - B. Nun sind die Dipolmo-
mente der Ag-Atome nach Praparation isotrop verteilt. Je nach Ausrichtung eines Dipols kommt

es durch die Kraftwirkung des Magnetfelds zu einer entsprechenden Ablenkung der Flugrichtung.

klassische,Erwartung tatsachliche,Beobachtung
Intensitat
Intensitat <
Schim Schim

_ Das magnetische Dipolmoment eines Ag-Atoms (Spin S =

1/2) ist “quantisiert”: es existieren nur zwei mogliche “Zustande”.

1.6 Compton-Effekt (1924)

Es geht um die Streuung von Rontgenstrahlen an freien Elektronen. Im (einfachsten) Fall anfanglich
ruhender Elektronen findet man fiir die Anderung A der Wellenlénge als Funktion des Streuwinkels

f das Ergebnis
.2 - h ~12
AN =47 sin“(0/2) mit A\.=— =3,86 x 107 “m
me

der Compton-Wellenlénge des Elektrons.

Zu beachten ist hier, dass A\ von der Wellenlédnge der Réntgenstrahlung unabhéngig ist (obschon

die Berechnung im Rahmen der klassischen Elektrodynamik eine solche Abhéngigkeit liefert)!
Der Compton-Effekt lasst sich im Einstein’schen Korpuskelbild mit Photonenenergie £ = hw

und Photonenimpuls 7 = hk (und w = ¢|k|) verstehen. Obige Formel resultiert aus der Kinematik

von

Energiesatz (E) :  hw +mc? = hw' + /(mc?)? + p2c2,
Impulssatz (1) : ik = kK + P,

wie folgt. Man setzt (I) in (E) ein (um den Impuls p, des Elektrons zu eliminieren) und erhélt

mit wy := mc?/h:

(W—w 4w =w?+ Ak —F)? =w?+w?+w” — 2w cost.



Es folgt
2wp(w — W) = 4ww' sin*(6/2)

und schlieB3lich
1

~ 2 sin20/2).

1
wow o wy

Mit A\ = 27 /k = 2mc/w resultiert die behauptete Formel fiir die Anderung der Wellenlinge.

2 Matrizen- und Wellenmechanik

2.1 Matrizenmechanik (Heisenberg, Born, Jordan)

In der klassischen Physik geht man davon aus, dass man dem Ort x und Impuls p eines Teilchens
gleichzeitig scharf bestimmte Werte zuordnen kann. Mathematisch gesprochen sind physikalische
Observable f wie Ort und Impuls Funktionen im Phasenraum M (f : M — R), und die Algebra

solcher Funktionen ist kommutativ; insbesondere gilt: xp = px.

_ die der klassischen Physik immanente Annahme, Phanomene konnten

beobachtet werden, ohne sie zu beeinflussen, ist nicht haltbar. Gravierender noch: die Messgeréte
fiir Ort und Impuls schlieffen sich gegenseitig aus. Angesichts der unerklarlichen experimentellen
Ergebnisse (siehe Kapitel 1) ist das klassische Postulat der gleichzeitigen Bestimmtheit (oder

Bestimmbarkeit) von Ort und Impuls aufzugeben!

_ Modelliere Ort x und Impuls p (wie auch andere physikalische Gréfien) als

Matrizen,  und p, mit Vertauschungsrelationen
(H): Zp—px=ih (i=+vV—1=¢e"2),

Mathematisch gesprochen geht Heisenberg von der durch x und p erzeugten kommutative Funktio-
nenalgebra iiber zu der durch 7 und p erzeLthen nichtkommutativen Algebra mit Vertauschungsre-
lationen (H).

_ der Matrizenmechanik fiir ein Hamiltonsches System mit kanonischen
Variablen ¢, ..., qn,p1, ..., pny und Energiefunktion H(qi,...,qn,p1,.-.,pn): Suche ein System

von 2N Matrizen @Q),...,Qyx und Py, ..., Py auf, das erstens den Relationen

Qan - Qan = 07 PmPn - Pan = 07 Pan - Qan = _1h5mn1

(m,n =1,...,N) geniigt, und fiir welches zweitens die Matrix & := H(Q1,...,Qn, P1,..., Py)
eine Diagonalmatrix wird. Die Diagonalelemente von &, sagen wir Ep, Fs, ..., sind dann die
verschiedenen moglichen Energieniveaus des Systems. Aus den Matrixelementen von (1, ..., Qxn
berechnen sich Ubergangswahrscheinlichkeiten usw.

_ (i) Nach dem Satz von Darboux hat man fiir jedes Hamiltonsche System die
lokale Existenz kanonischer Koordinaten ¢i,...,qn, p1,...,pn. (i) In der Definition von £ gibt

es i.a. eine Anordnungswillkiir, auf die wir aber an dieser Stelle nicht eingehen.
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- eindimensionaler harmonischer Oszillator:

2
p m
H(q,p) = o T ngqz-

-der Gebrauchsanweisung (Heisenberg, 1925):

0 vV1 0 0

e | VT0 V20
Q:(i)/o\/ﬁoﬁ
0 0 3 0

0 —/1i 0 0
e | VD 0 —V2i 0

p_ (@) 0 V2i 0  —3i
0 0 V3i 0

1000
P2 0300
= 1022100 50

Die quantenmechanischen Energieniveaus des eindimensionalen harmonischen Oszillators sind also
En:ﬁw(n—i—%) firn=0,1,2,... .
_ Im allgemeinen ist es zweckmafig, die Gebrauchsanweisung in zwei Schritte zu

zerlegen:

1. Stelle Matrizen Q1,...,Qn, Q1, ..., Py auf, welche die geforderten Vertauschungsrelationen

erfiillen.

2. Suche nach einer unitaren Transformation
Q,—UQU'", P,—UPUT,

die E=H(Q4,...,Qn, Py, ..., Py) diagonalisiert.

_ Die gegebene Formulierung setzt voraus, dass wir eine konkrete Wahl von

kanonischen Phasenraumkoordinaten q1, ..., gy, p1,--.,pn getroffen haben. Eine invariante For-
mulierung bedient sich der Poisson-Klammer des klassischen Phasenraums wie folgt. Seien f,g
Funktionen im Phasenraum mit Poisson-Klammer {f, g} =: h. Dann lautet die Gebrauchsan-
weisung der Matrizenmechanik: suche zu jedem Tripel f, g und h = {f, g} Matrizen J?, g und h,

die den Kommutatorrelationen

fg=3f=in{f g} + O

geniigen (modulo der notorischen Willkiir in der Anordnung der Operatoren, die aber von héherer
Ordnung in A ist). Im Standardfall f = ¢ und g = p haben wir die Poisson-Klammer {¢,p} = 1,
und so ergibt sich §p — pg = ikl = ihl.



2.2  Wellenmechanik (Schrédinger, 1926)

Gegeben sei wieder ein Hamiltonsches System mit kanonischen Koordinaten ¢y, ..., qxN, p1,..., PN

und Hamiltonfunktion H(q,...,pN).

_der Wellenmechanik: Stelle fiir eine unbekannte komplexwertige Funktion

¥(qq,-..,qn) die Differentialgleichung (die sogenannte stationdre Schrodinger-Gleichung)

0 0
H —ih—, ..., —ih— =F.
(QIa y 4N, —1 aq17 , 1 8(]]\[) ¢(CI17 JQN) ¢(Q1, 7QN>

auf. Lose dieses Eigenwertproblem! Die Dichte

p = W(Qh e ,qN)|2 dqrdgs - - - dgy

ist die “Wahrscheinlichkeitsdichte” (oder fiir geladene Teilchen im Ortsraum: die Ladungsdichte

pro Elementarladung), wobei die Normierung [ p = 1 zu wéhlen ist.

- Schrodingers Wellenmechanik macht auch Aussagen iiber Systeme, die sich in keinem sta-
tionaren Zustand befinden. In diesem Fall ist ¢ zeitabhangig und gentigt der Differentialgleichung
(zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung)

0

0 )
171& (g1, ..., qn;t) = H (ql,...,—lh%) (g1, -, qn;t).

- Wir betrachten wieder den eindimensionalen harmonischen Oszillator. Die stationare
Schrodinger-Gleichung hierfiir lautet

“mar T2 w2q2) U(g) = E(q).

Durch die Einfithrung einer charakterischen Léngenskala ¢ := \/h/mw, der sogenannten Oszilla-
torlange, machen wir die Ortsvariable ¢ =: ¢z dimensionslos. Auflerdem setzen wir F =: hwv.

Die dimensionslos gemachte Schrédinger-Gleichung fiir ¢(x) := /¢ (¢x) lautet dann
1 d? 1
(=30 + 32 ¥l = (o)

oder, aquivalent:

Wegen (d/dx + ) e=**/? = 0 empfiehlt sich der Ansatz ¢(z) = f(x)e *"/2. Einsetzen ergibt

(2v—1)f = */? (—% + w) (f’e_”CQ/Q) =—f"+2zf".

Der Potenzreihenansatz f(z) = Y - apa” fiihrt jetzt auf eine simple Rekursionsbeziehung:

2k —-2v+1

G )k + ) ™



Falls die Rekursion nicht abbricht (was sie nur fiir spezielle Werte von v tut), haben wir fir k& —
+00 die Asymptotik agyo/a; ~ 2/k , was die Asymptotik f(x) ~ et und ¢(z) ~ e***/2 nach sich
zieht. Eine im Unendlichen anwachsende Wellenfunktion ¢(z) ist physikalisch wie mathematisch
unzulissig: wegen der Interpretation von |p(x)[>dz als Ladungsdichte (pro Elementarladung) wire
die Gesamtladung o [, |¢()|*dz unendlich. Eine akzeptable Losung als stationérer Zustand
entsteht nur dann, wenn die Rekursion abbricht, so dass f(x) lediglich polynomial anwéchst. In
diesem Fall muss ein k = n € NU{0} existieren mit 2n —2r+ 1 = 0. Die physikalisch akzeptablen
Werte fiir den dimensionslosen Energie-Eigenwert v sind demnach v = %(271—1— 1), und wir erhalten

die gleichen Energieniveaus wie in der Heisenbergschen Matrizenmechanik:
E, =hwv, = hw(n+1/2) (n=0,1,2,...).

(Ende Beispiel.)

Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Wir besprechen hier einen Spezialfall (der allgemeine Fall
wird an anderer Stelle behandelt). Zugrunde gelegt wird die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

fiir ein Teilchen im Euklidischen Raum R? mit Masse m und Potentialfunktion V:

0 h?
ih—) = [ ——A
ih 1 ( o +v>¢,

wobei A den Laplace-Operator bezeichnet:

A =divograd = — + — + —.
x

Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit der Funktion 24~ !4 und nehmen den Imaginrteil. Dann

entsteht eine Gleichung vom Typ einer Kontinuitatsgleichung:

) e d - e ;) hooo- "
5 ([UF) =¥+ Yot = 2Re (waw) = 2Im <1¢Ew> = ——Im ($A¢) = ~div

mit der (Wahrscheinlichkeits-)Stromdichte
. h -
j=—Im (w grad 1/1) )
m

Hieraus folgt in der {iblichen Weise, namlich durch Integration iiber R* und Anwendung des Satzes

von Gauss, die zeitliche Konstanz der Gesamtwahrscheinlichkeit:
(a0 Pdadyds = [ [0, 20 Pdudyds = 1
R3 R3

Fiir ein Teilchen mit Ladung e und Wellenfunktion 1) ist wie schon erwahnt e |¢)(x, y, 2; t)|*dxdydz
als die elektrische Ladungsdichte des Teilchens zu interpretieren. Dementsprechend ist die vekto-

rielle Grofe (eh/m) Im (¢ grad+)) das Vektorfeld der zugehérigen elektrischen Stromdichte.

3 Freie Materiewellen

3.1 Fourier-Transformation (eine Zusammenfassung)

Fir f € L'(R), d.h. falls [, |f(z)|dz < oo, existiert die Fourier-Transformierte

k) = \/LQ_W /R @) e *ody,

10



Die Umkehr-Transformation (falls existent) wird ausgedriickt durch

1 r ikx
@) = <= / F(k) et

3.1.1 Eigenschaften

(Qf)(x) :=xf(x) (Multiplikationsoperator),

(Pf)(x):= %% f(zx) (Ableitungsoperator),

gilt

Durch Iteration folgen die allgemeineren Relationen

Qf=(-P"f, P f=QF.
-“Je glatter f ist, desto schneller fallt f im Unendlichen ab (und umgekehrt)”.

- Aus Q" f = }/7?6” folgt mittels Dreiecks-Ungleichung

VI [k ()] = / (P f)(x) e *ede| < / £ (@) d,

wobei f(™ die n-te Ableitung von f bezeichnet (falls diese existiert). Also haben wir die Implika-

tion

f™ e LYR) = |f(k)| < const x |k|™

_ Fir das Faltungsintegral
(F+9)@)i= [ o= v)go)dy
R
gilt
frg=V2rf-5.  fg=Vam fxi

Unter Fourier-Transformation geht also das Faltungsintegral in das Produkt der Fourier-Transformierten

tiber (und umgekehrt).

_ Die Fourier-Transformation f ~ f ist eine Isometrie der L?-Norm,

d.h.

[1spa = [ 1fopar

Allgemeiner gilt fiir zwei Funktionen f,g € L*(R)

| T@at@de = [ Tt

11



3.1.2 Unscharferelation

Falls die Normierungsbedingung [, |1 (x)[*dz = 1 erfiillt ist, nennen wir

WM@:%f%%@”zéﬁW@Ww—<4xW@WMf

das Quadrat der Orts-Unschérfe der Wellenfunktion 1. Nach der Plancherel-Formel haben wir

auch die Normierung [}, [¢)(k)[?dk = 1, und wir nennen

wmw:%ﬁwww%zéﬁme%—(AkM@W%f

das Quadrat der Wellenzahl-Unschéarfe. Mittels einer Kombination von PQ-Regel und der allge-

meinen Form der Plancherel-Formel erhalt man

=[5 (2) v (ot o)

Aus den genannten FEigenschaften der Fourier-Transformation folgt, dass das Produkt der Un-

schirfen Az := y/var(z) und Ak := y/var(k) nach unten beschrénkt ist:
Az - Ak >1/2 (Unschérferelation).
- Fiir beliebigen Langenparameter L # 0 gilt
0< /R (L7'Q +iLP)y(z)|" do = /RW (L7'Q —iLP) (L7'Q +iLP) ¢(x)dx
- /R Y(x) (L72Q* + L2P* — iPQ +iQP) ¢(x)dx.
Nun ist —iPQ + iQ P = —1 und die Ungleichung vereinfacht sich zu
1= /R P(x)p(z)de < /R () (L72Q* + L*P?) ¢(x)da.

Ohne Verlust diirfen wir jetzt annehmen:

@) = [alo@Pde =0 = [ kld@Pak = b,

R R
(Der allgemeine Fall lasst sich leicht hierauf zuriickfithren.) Dann erhalten wir
1 < L™ *var(z) + L*var(k).

Diese Ungleichung gilt fiir alle L, insbesondere gilt sie auch am Minimum der rechten Seite. Da

das Minimum fiir L? = y/var(z)/var(k) angenommen wird, folgt die Behauptung.

_ Die Unschérferelation passt zum Argument von Heisenberg und Bohr, dass sich

die Messgeréate fiir Ort und Impuls gegenseitig ausschliefen.

_ Obwohl wir hier die Fourier-Transformation nur fiir Funktionen einer einzigen
Verénderlichen betrachtet haben, sollte die Verallgemeinerung / Ubertragung zum Fall von vielen

Veranderlichen keine Schwierigkeiten bereiten.
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3.2 Freies Teilchen im R

Betrachte die Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen in einer Raumdimension:
n? o2

0
th— ¥(,t) = “om 972

ot
Mittels Fourier-Transformation und Anwendung der PQ-Regel geht diese Gleichung iiber in
h2k?
2m

Y(x,t).

L0 -

Die Losung hierzu fiir vorgegebene Anfangsfunktion ¢ (x,t = 0) ist

(k).

~ . 2 .
Gk, t) = e 3 (k. 0).
Fourier-Umkehr liefert das Ergebnis
—1 hk 1RX
v(e.0) = == [k 0)ak

Mit dem Faltungssatz (dessen Anwendung hier leider mathematisch heikel ist, da die Funktion

k +— exp <—it%> nicht in L'(R) liegt; es funktioniert aber trotzdem) erhélt man

¢@¢wiéK@—%ow%m@'

Der “Propagator” genannte Kern des Faltungsintegrals wird ausgedriickt durch

1
21

_ Die obige Losung fiir ¢(z,t) ldsst sich mit w(k) := hk?/2m (“Dis-

persionsrelation” ) auch wie folgt schreiben:

o im (@=v)?

2
/e it i (=9 I — (2mith/m) ™ 2esn

K(l’—y,t)

x,1) ikz=w () ) o)y (k. 0)dk

vla.t) = == [ O 05,0)

Nun machen wir die Annahme, dass ¢)(k,t = 0) um eine bestimmte Wellenzahl k = ko konzentriert
sei. Dann tragen nur Wellenzahlen in der Nihe von kg zum Integral bei, und wir diirfen w(k) durch

seine Taylor-Entwicklung um die Stelle %y ersetzen:
w(k) = w(ko) + (k — ko)w'(ko) +
Damit erhalten wir

. / 1 / ~
'QD(.TJJ) ~ e*l(w(ko)fkow (ko)t)\/_Q_ﬁ/elk‘(:v w'(ko)t w(k O)dk

= e")(z — w'(ko)t,0),
wobei v = —w(kq) + kow'(ko) = hk3/2m. In dieser Niherung bewegt sich das Wellenpaket (abge-
sehen von der Phaseninderung durch den Vorfaktor e'!)einfach als Ganzes durch Verschiebung

mit der durch x — w'(ko) t = const bestimmten Geschwindigkeit

hk
vy = w' (ko) = WO (Gruppengeschwindigkeit).
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4 Quantenmechanik: Hilbertraum

4.1 Hilbertraum-Axiome

Zu den formalen Grundlagen der Quantenmechanik gehort der “abstrakte” Hilbertraum. Hier soll
zunachst einmal definiert werden, was mit dem Begriff “Hilbertraum” tiberhaupt gemeint ist.

Ein komplexer Hilbertraum H ist eine Menge mit den folgenden Eigenschaften:

(i) H ist ein komplexer Vektorraum, d.h. mit f,g € H und a,b € C liegt auch die Linearkom-
bination af + bg in H.

(ii) In H ist ein Hermitesches Skalarprodukt erklart, d.h. eine Abbildung (-,-) : H x H — C mit

den Eigenschaften:

— Linearitat beziiglich des zweiten Arguments:

(f,a191 + as2g2) = a1(f, g1) + az(f, 92);

— Hermitesche Symmetrie: (f,g) = (g, f) ;
— Positive Semidefinitheit: (f, f) > 0 und ((f, fl=0& f= 0).

(iii) H ist vollstédndig, d.h. jede Cauchy-Folge in H konvergiert gegen einen Grenzwert in H.

(iv) H ist separabel, d.h. es existiert eine Folge fi, fo,..., fn, ... in H, die in H iiberall dicht ist.

_ Natiirlich gelten in H alle aus der linearen Algebra bekannten Rechengesetze,
wie f+g=g+ f alf+g) =af +ag, (a+b)f =af +bf, 1-f=f, 0-f=0 (Nullvektor).
Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren (und darauf aufbauend: die Dimension von

Unterrdumen) ist wie iiblich erklért.

_ Das Hermitesche Skalarprodukt bestimmt auf H eine Norm durch || f ||= +/(f, f)-

Damit haben wir auf H eine Topologie und einen Konvergenzbegriff.
_ Eine Folge f1, fa,..., fn, ... heiit Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N
existiert, so dass fur all Zahlenpaare m,n > N gilt: || f,, — fu ||[< €. Die Aussage von Axiom (iii)

ist, dass in einem Hilbertraum H jede Cauchy-Folge fi, fo, ... einen Grenzwert lim,, ., f, besitzt,

der in H liegt.
_ Eine Folge fi, fo,... heiit “dicht”, wenn zu jedem f € H komplexe Zahlen

a1,ag,. .., an, ... existieren mit >~ apfr, = f.

_ Die Dimension von H kann endlich oder unendlich sein. Im Fall von H < oo
eriibrigen sich die Axiome (iii) und (iv), denn sie folgen dann schon aus der Struktur des normierten

Vektorraums H.

- Betrachte die Menge ¢?(N) aller Zahlensequenzen f = {aj,as,...,dy,...} mit kom-

plexen Eintragen aj, und || f||*:= "5, lax|* < co. Diese Menge bildet in der natiirlichen Weise
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einen komplexen Vektorraum: Mit f € £?(N) ist fiir ¢ € C auch c¢- f := {caq,caq, ..., ca,,...} in

(%(N) enthalten und wegen

D a0 < (law + 0 + |ax — 0*) =2 (Jaxl® + b))
k=1 s )

liegt mit f und f’ auch die Summe
f+f ={a+aj,aa+dy,...,a,+al,...}

in /*(N). Nun gilt

00 1

Deshalb wird auf ¢?(N) durch

oo
= E &kaz

ein Hermitesches Skalarprodukt erklart.

Wenn fi, f, ... eine Cauchy-Folge in ¢?(N) ist, dann bilden die n-ten Eintrige der Zahlense-
quenzen fi, fo,... fir jedes n € N eine Cauchy-Folge in C. Aus der Vollstandigkeit von C folgt
dann sofort die Vollstandigkeit von ¢(N).

Schliefllich ist ¢?(N) separabel, denn die Folge f; = {1,0,...}, fo = {0,1,0,...}, ..., f, =
{0,...,0,1,0,...,} (1 an der n-ten Position) liegt in ¢*(N) iiberall dicht. Also ist /*(N) ein
Hilbertraum. (Es handelt sich um den Hilbertraum der Matrizenmechanik.)

Beispiel 2. Betrachte die Menge aller Funktionen f : R — C mit [, |f(z)[?dz < oo, wobei
Integration im Lebesgue’schen Sinn zu verstehen ist. Zwei Funktionen f und g, die fast tiberall
gleich sind (d.h. f(x) = g(z) fir alle x € R aufler einer Menge vom Lebesgue-Mafl Null), werden
miteinander identifiziert: sie entsprechen demselben Vektor in dem zu konstruierenden Hilbert-
raum L?(R). Addition, Skalarmultiplikation und Hermitesches Skalarprodukt in L?(R) werden

folgendermaflen erklart:

(f +9)(x) = f(x) + g(x),
(a- f)(z):=af(z),
(f.9) == / Tg(x)dr.

Die Schlussfolgerungen
fige ’(R) = f+g € L*(R) und (fg)<oo

zieht man wie unter Beispiel 1. Zur positiven Semi-Definitheit des Skalarprodukts: aus 0 =
f) = Jg |f(x)]Pdz folgt f(x) = 0 fast iiberall; und jede fast iiberall verschwindende Funktion
reprasentiert den Nullvektor in L?(R).
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Mit etwas Aufwand (6 Seiten in J. von Neumanns Buch) ldsst sich auch die Vollstandigkeit
und Separabilitit von L?*(R) zeigen. L2*(R) ist der Hilbertraum der Wellenmechanik in einer
Raumdimension (Ende Beispiel).

Einige grundlegende Aussagen tiber Hilbertraume sind

- (Cauchy-Schwartz-Ungleichung):

(L < NS g ll, und
(Ll =171 Nlgl = f=a-g (acC).

-(DreieCkS—Ungleichung) ;

If+gll<IfIl +1lgll und
If+gll=1fl +lgll= f=rg (reRy).

- Sei @1, P9, ..., Yn, ..., ein Orthonormalsystem in H, d.h. (¢, ;) = dk . Dann sind die

folgenden Aussagen untereinander dquivalent:

O1,02, -3 Pns - - -, ist vollstandig,

~ Span@{@lv@?v ey Pny e } = Ha

o VfeH: f:ZSOk(%,f),

& VfgeH: = (.00 (1,9
k=1

4.2 Stone-von Neumann Theorem

Thema dieses Abschnitts ist die “Darstellungsunabhéangigkeit” der Quantenmechanik, insbeson-
dere die Aquivalenz von Matrizen- und Wellenmechanik. Dazu fithren wir zunéchst einige grundle-

gende Begriffe ein.
_ Sei G eine Gruppe, V ein (komplexer) Vektorraum und GL(V') die Gruppe aller

bijektiven linearen Transformationen g: V — V. Eine Abbildung
D: G— GL(V)
heifit eine Darstellung von G auf V, falls gilt

D(g192) = D(91)D(g2) (fir alle ¢1,92 € G).

Ist V' ein Hilbertraum mit Hermiteschem Skalarprodukt (-,-) und gilt

(D(9)f1,D(9) f2) = (f1, f2)

fiir alle g € G und f1, fo € V, so heifit die Darstellung unitar.
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- Sei SO(2) die Gruppe aller Drehungen (mit dem Ursprung als Fixpunkt) in der Euklidis-
chen Ebene R%. Die Drehung um den Winkel 6 sei mit ¢? bezeichnet. (Beziiglich einer kartesischen

Basis wird ¢’ durch die Drehmatrix CO.SG sin 0
—sinf cosf

Hermiteschen Skalarprodukt (fi, f2) := f1f> ausgestattet. Dann ist fiir jedes m € Z die Abbildung

> ausgedriickt.) Es sei nun V' = C mit dem

D : SO(2) — GL(C), ¢%+ D(¢?) =™,

eine unitire Darstellung von SO(2) auf dem eindimensionalen Vektorraum C (Ende Beispiel).

_ Unter der Heisenberg-Gruppe (zum Phasenraum R*") versteht man die Gruppe von

Matrizen

1 a1 as a, ¢

0 0 0 b

00 1 ... 0 b 1 a ¢
Gabec = . . . . . . =10 Idn b )

R o : 0 o0 1

O 0 0 ... 1 b,

0 0 O 0 1

fiir a € (R™)* (Zeilenvektor), b € R™ (Spaltenvektor) und ¢ € R. Man verifiziert leicht, dass solche

Matrizen dem folgenden Verkniipfungsgesetz (unter Multiplikation) geniigen:
n
Jab,c Ga' W, = Gata’ btV ctc/+abl s a-b' = Z akb;c
k=1

_ Man stelle sich vor, dass gq0,0 einer Translation um den Vektor a im Ortsraum
entspricht und ggp0 einer Translation im Impulsraum um den Impulsvektor b. Wie wir gleich
sehen werden, gibt das nichtkommutative Verhalten im dritten Argument (¢ € R) die quanten-

mechanische Nichtvertauschbarkeit von Translationen in Ort und Impuls wieder.

- Sei L*(R") der Hilbertraum der Wellenmechanik, also der Raum aller Lebesgue-quadrat-
integrablen Funktionen auf R™ mit dem Hermiteschen Skalarprodukt (fi, fo) = [p. fi(z) f2().
Die Heisenberg-Gruppe (zum Phasenraum R?") wird auf L?(R™) unitér dargestellt durch

(D(ga,bﬁ)f) (x) = ei(b'”:’c)/hf(x —a).

- Verifiziere die Unitaritét (D(gap.c)f1: P(Gap.c)fo) = (f1, f2) und die Darstellungseigen-
schaft D(gap.c 9ot ) = D(Gap.e)P(Gar v.cr)-

_ Sei D : G — GL(V) eine Darstellung. Ein Unter-Vektorraum U C V heifit invariant,
falls gilt

u€U=><Vg€G: D(g)uGU).

D heifit irreduzibel, falls es keine invarianten Unter-Vektorraume aufler U = V und U = 0 gibt.
Zwei Darstellungen D : G — GL(V}) und Dy : G — GL(V3) heiflen dquivalent, falls eine bijektive
lineare Abbildung T5, : Vi — V5 existiert mit

Dg(g)Tgl = Tglpl(g) (flll" alle g c G)
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Satz (Stone-von Neumann). Alle irreduziblen unitdren Darstellungen (auBer der trivialen) der

Heisenberg-Gruppe (zu festem Wert der Planck’schen Konstanten %) sind zueinander dquivalent.

Korollar. Insbesondere sind die in der Wellenmechanik und Matrizenmechanik verwendeten
Darstellungen der Heisenberg-Gruppe zueinander aquivalent. Den Isomorphismus 7' : L*(R) —
?(N) (Ubergang von der Wellenmechanik zur Matrizenmechanik) erhélt man wie folgt. Sei

©1(z), p2(x), ... eine Orthonormalbasis von L?*(R), fiir welche die “Matrixelemente”

QR ZZ/RSOk—(-f)xSOl(CU)d%

h d
Py .—/Rgok(x) Tar () dx

existieren. (Diese Forderung wird z.B. von den normierten stationdren Zusténden des harmoni-
schen Oszillators erfiillt. Wir werden diese im néchsten Abschnitt konstruieren.) Dann stellt

T: L*R)> f—={(p1, ), (w2, )y oy (@n, [), ...} € £2(N) den gewiinschten Isomorphismus her.

4.3 Dirac-Notation

Auf der Grundlage des Stone-von Neumann Theorems macht die Vorstellung von einem “abstrak-
ten” Hilbertraum A Sinn. Damit meint man die Aquivalenzklasse aller Hilbertraume, auf denen
die Heisenberg-Gruppe unitar und irreduzibel dargestellt wird, und die somit nach Stone-von
Neumann zueinander isomorph sind. Fiir den Hilbertraum H im abstrakten Sinn gelten also die
Hilbertraum-Axiome (i)—(iv), aber die konkrete Realisierung der Vektoren und des Hermiteschen
Skalarprodukts bleibt unspezifiziert.

In der Notation von P.A.M. Dirac (1931) schreibt man [¢) fiir die Elemente des abstrakten
Hilbertraums #H. Solche abstrakten Hilbertvektoren heiflen nach Dirac “ket-Vektoren”. Fiir das
Hermitesche Skalarprodukt zweier abstrakter Hilbertvektoren [¢)) und |¢) schreibt man (¥|®).
Jedem [¢) € H is durch

Wl: H=C, ) = (¢])

eine stetige lineare Funktion auf H zugeordnet. Diese Funktion (| heifit nach Dirac ein “bra-
Vektor”. Die bra-Vektoren bilden einen zweiten Hilbertraum, H*, den sogenannten Dualraum zu
H. Als reeller Vektorraum (jedoch nicht als komplexer Vektorraum!) ist H* zu H isomorph: dem

ket-Vektor a i) + b|¢) (fiir a,b € C) entspricht der bra-Vektor a (v| + b (¢)|.

4.3.1 Vollstandigkeitsrelation

Da H laut Axiom (iv) separabel ist, existieren vollstandige Orthonormalsysteme, sagen wir

lo1), |©2)s <oy lon)y - -

Nach Satz 3 von Abschnitt 4.1 gilt fiir jedes solche System (und alle v, ¥; und v, in H)

) = Z |n) (Onl¥)
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und

e}

(1) =D (W1lon) (pnltia).

n=1

Diesen Sachverhalt driickt man in der Dirac-Notation auch wie folgt aus:

Y lea)(pal =1 (“Vollstiindigheit”). (4.1)
n=1

Wenn aus dem Kontext klar hervorgeht, um welche Orthonormalbasis es sich handelt, beniitzen

wir auch die schlichte Notation
> ol = 1.
n=1

4.3.2 Matrixdarstellung linearer Operatoren

Sei A: H — H eine komplex lineare Abbildung (kurz: ein “Operator”). Die durch
Algr) =3 Lo A7 (42)
k=1

bestimmten komplexen Zahlen Ag) heiflen die Matrixelemente von A bzgl. der Basis |¢1), |p2), - - ..

Ist diese Basis nun eine Orthonormalbasis und schieben wir die Vollstandigkeitsrelation ein,

Al = le) (el Alar),
k=1
so suggeriert der Vergleich mit (4.2) die Dirac’sche Schreibweise fiir Matrixelemente:

AR = (ol Algr).
4.3.3 Basiswechsel

Nun seien zwei Orthonormalbasen gegeben:

’901>7 |902>7 ] und |w1>7 ‘¢2>7 et
Dann gelten die Relationen
dab = (Yalthp) = Z<¢a|@n><¢nwb> = Z (@nla) (nlts),
n=1 n=1
O = (rlor) =Y (prlvbe) (Welor) =D (wrlvoe) (piltde).
c=1 c=1

Folglich sind die komplexen Zahlen U, := (p,|1,) die Matrixelemente einer unitdren Matrix:

5ab = Z Una Unb ’ 5krl = Z Ukc Ulc-
c=1

n=1
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Diese Matrix ist die Matrixdarstellung (bzgl. der Basis |¢1), |p2), ...) des durch

o) =Ulpa)  (a=1,2,...)

bestimmten unitaren Operators U.
Wie transformieren sich nun die Matrixelemente eines linearen Operators A beim Wechsel
zwischen den Orthonormalbasen {|py)} und {|¢,)}? Hierzu betrachten wir die Gleichung

o0

(Wal Alb) = D~ (valon) (ol Alpr) (pilthn),

k=1

auf deren rechter Seite wir die Vollstandigkeitsrelation fiir die -Basis gleich zweimal eingeschoben

haben. In der obigen (pré-Dirac) Notation lautet diese Gleichung

A =T UT G A Uy

k=1

Beachte: U™y, = U',, = Uk, aufgrund der Unitaritit von U. Fiir die umgekehrte Richtung gilt

AL =3 U AL Uy

a,b=1
4.3.4 Eselsbriicken

In der Dirac-Notation beniitzt man auch Konventionen, die nicht mathematisch sinnvoll sind, aber

dennoch einen guten Zweck erfiillen. Hier ist zu nennen:

Agmwmzlzéﬁmmm (4.3)

Diese “Vollstandigkeitsrelationen” sind (4.1) nachempfunden, verwenden aber ansté8ige Objekte:
die sogenannten “Ortseigenzustédnde” |g) sollen die Eigenschaft ¢|q¢) = ¢|¢) haben, konnen aber
als solche nicht im Hilbertraum der Quantentheorie liegen. Das gleiche gilt fiir die sog. “Impuls-
eigenzusténde”, p|p) = p|p).

Trotzdem fithren die mathematisch inakzeptablen Gleichungen (4.3) bei passendem Gebrauch
zu hilfreichen und akzeptablen Relationen. Das funktioniert wie folgt. Driicken wir das Her-
mitesche Skalarprodukt von f; mit f5 einerseits in der Schrédinger’schen Wellenmechanik und

andererseits mit Hilfe von (4.3) aus, so erhalten wir:

AE@E@@=%&F%MM=A@%@@M-

Hieraus liest man ab, dass dem Ausdruck (q|f) die Bedeutung der Wellenfunktion der Schrédinger-

Wellenmechanik (kurz: “Ortsdarstellung”) zukommt:

(@ f) =1, (flo)=fla).
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Ahnlich lauft es bei_ Sei A ein abstrakter Operator, der in

der Ortsdarstellung (Wellenmechanik) durch A dargestellt wird. Insbesondere ist A = (h/i)d/dq
fiir A = p und A = ¢ (Multiplikation mit ¢) fiir A= q.- Dann

/R i@ Afalq)dq = (fu, Afy) = (A]Al) = / dg (f11q)(al Al f2).

Durch Vergleich der rechten mit der linken Seite ergibt sich

(alAlf) = Af(q).

Insbesondere hat man

hd

(gl q1f) = af(q), (@plf) = da (). (4.4)

Eine mogliche und m.E. gute Sichtweise ist es, diese letzten Relationen als Definitionen (jeweils
der linken Seite) zu sehen und (4.3) als eine “Eselsbriicke”, mit der man sich diese Definitionen

leicht merkst.

4.4 Adjungierter Operator

Es seien zwei komplexe Vektorrdume V' und W (zunédchst endlicher Dimension) gegeben, die
jeweils mit einem Hermiteschen Skalarprodukt, (-,-)y bzw. (-, )y , ausgestattet sind. Zudem sei
auch noch eine komplex lineare Abbildung A : V — W gegeben.

_ Die zu A (Hermitesch) adjungierte komplex lineare Abbildung AT : W — V ist
erklart durch

Vo,weVxW: (Alw,v)y = (w, Av)y .

Eine komplex lineare Abbildung A : V — V mit der Eigenschaft AT = A heifit selbst-adjungiert.

_ (i) Fiir den Sinn dieser Definition spielt es eine Rolle, dass jedes Hermitesche
Skalarprodukt nichtentartet ist. (ii) Fiir z € C folgt

(zA)T = zAT,

(iii) Falls die Hilbertraume V' und W unendliche Dimension haben und der lineare Operator
A (wie z.B. die Operatoren fiir Ort und Impuls) unbeschrankt ist, verlangt die Definition von
A" mehr Aufwand. Wir erwihnen nur, dass in diesem Fall der jeweilige Definitionsbereich zu
beriicksichtigen ist, gehen darauf aber nicht néher ein. (iv) Die Operatoren fiir Ort und Impuls

sind selbst-adjungiert:

g=4q", p=p. (4.5)
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4.5 Harmonischer Oszillator

Seien ¢ und p die Operatoren fiir Ort und Impuls im abstrakten Hilbertraum (fiir 1 Raumdimen-
sion, d = 1). Den bekannten Hamilton-Operator H des harmonischen Oszillators schreiben wir

wie folgt um:

2 hw w2
H:p—+ﬂw2§2:7(p +%E]\2>

2m 2 mhw h
hw W N\l w .
—7( Ep—f—ﬁ CI) (gp-l—ﬁ Q)‘f‘?[p,CI],

wobei ¢ := \/h/(mw) die Oszillatorlinge bezeichnet. Der letzte Summand ist wegen [p,q]| =
—ihl einfach hw/2 mal dem Einsoperator 1. Nun empfiehlt es sich, die folgenden Operatoren

einzufihren:

il__ . il
V2b = 1%p—i-fflq, V2bt = —%p+€ 7

Die Operatoren b and b' sind offenbar dimensionslos, zueinander adjungiert und erfiillen die Ver-

tauschungsrelation
[b,b'] = 1. (4.6)
Mit ihrer Hilfe lasst sich der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators wie folgt ausdriicken:

H=hw(b'b+1/2).

Dieser Ausdruck ist die Grundlage fiir die sog. _des harmonischen Oszillators,

die wir jetzt vorfithren werden.

Wir gehen aus von der Relation

d 3 o
(éd—q +/ 1(]) QPO(Q) =0, QDO(C]) — (7T€2) 1/4e q?/(2¢ )

(Durch den Normierungsfaktor (7¢%)~1/4 wird erreicht, dass [, [¢o(q)[*dg = 1 gilt.) Aus Abschnitt
2.2 kennen wir ¢g(q) als die Wellenfunktion des stationédren Zustands zur kleinstmoglichen Energie.
o ist also die Grundzustands-Wellenfunktion. Sie entspricht einem abstrakten Hilbertvektor, den
man in der Dirac-Notation mit |pg) = |0) bezeichnet. Nun schreibt sich die obige Gleichung fiir

o mit Hilfe von (4.4) wie

o:(ediqwlq) e0(a) = {alblgo) = (glbl0) oder bjo) =o.

Der Grundzustand |0) wird also bei Anwendung von b in den Nullvektor abgebildet.
_ Der Hilbertvektor (b7)"|0) ist Eigenvektor von H = hw(b'b + 1/2) zum Eigenwert

E, = hw(n +1/2).
- Wir fithren den Nachweis durch explizite Uberpriifung, die folgendermafien beginnt:
bib - (b")" = bt (bb" — bTb + b1b) (b7)"
= b'[b, bT](6")" " + (b7)%b (b)) .
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Wegen [b,bT] = 1 ist der erste Summand gleich dem Ausgangsobjekt (b7)". Mit dem zweiten
Summanden, (b7)%b (b")", verfahren wir wie vormals mit b'b (b7)" und erhalten im nichsten

Schritt:
(6726 (07)" " = (b1)? (bb" — b'b 4 b7b) (bT)" % = ()" + (bT)*b (b)" 2.
Durch mehrfache Iteration entsteht
bio (0 = ... = k()" + ) ) = =n ()" + (6N Hb,
oder, anders aufgeschrieben,
'y, (b)) = n (b)".

Diese Relation wenden wir nun auf den Grundzustand |0) an. Mit der Vernichtungseigenschaft

b|0) = 0 erhalten wir dann
b'b - (b7)"]0) = (b7)"]0).

Der Vektor (b7)"|0) ist also Eigenvektor von b'b zum Eigenwert n. Folglich ist der gleiche Vektor
Eigenvektor von H = hw(b'b + 1/2) zum Eigenwert hw(n + 1/2).

- Zeige mit der gleichen Strategie wie oben [b, (b7)"] = n(b)"~L. Folgere hieraus
(0[6™ (b7)™10) = 1! S -

- Fiir den harmonischen Oszillator haben wir also das folgende Orthonormalsystem von

Eigenvektoren (oder stationiren Zusténden):
) = (n)~12(b7)"|0).

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass dieses System vollstandig ist:

S Infn] = 1.

Wie sehen nun die Wellenfunktionen ¢, (q) = (g|n) dieser Vektoren in der Ortsdarstellung aus?

Dazu berechnen wir

uld) = {al) = = (a0} = (2"t) (—ediq +£-1q)"soo<q>.

n!

_ Das Hermite-Polynom n-ter Ordnung, H,(z), ist erklart durch

d e
Hy(z) ="/ [ —— /2,
(x) :=e ( T + x) e
Die Hermite-Polynome niedrigster Ordnung sind

Ho(z) =1, Hi(r)=2w, Hy(x)=42>—-2, usw.
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Unter Verwendung der Hermite-Polynome lassen sich die normierten Oszillator-Eigenzustande

wie folgt ausdriicken:

on(q) = (2"n! ﬁf)_l/Q H,(q/0) o212

¢ (9) P,(a) /\ N, (9)

_ Man nennt |n) den Zustandsvektor mit n Oszillatorquanten (oder den n-ten

angeregten Zustand). Der Operator b heifit der Erzeugungsoperator fiir Oszillatorquanten, b der

Vernichtungsoperator. Es gelten die Relationen
bln) = Valn—1), bln—1)=Valn).

Der Besetzungszahloperator i = bfb zahlt die Zahl der Oszillatorquanten:

~

- Quantisierung des elektromagnetischen Feldes.

4.6 Koharente Zustande

Als Motivation und Ausgangspunkt fiir diesen Abschnitt dient die folgende Tatsache.
- Im Grundzustand des harmonischen Oszillators ist das Produkt der quantenmechanischen

Unscharfen von Ort und Impuls minimal.

- Man sieht leicht, dass im Oszillator-Grundzustand die Erwartungswerte fiir Ort und

Impuls verschwinden:
(01710) = 0 ={0|p|0).
Die Varianzen von Ort und Impuls berechnen sich somit zu

var(g) = {010} = T {01(b -+ B1)?J0) = /2,
h—2<0\(b — b")?|0) = h?/20% .

var(p) = (01510} = — 515

Das Produkt der Unscharfen ist folglich

Ag- Ag = \/var(q) \/var(p) = h/2.

Dies ist der kleinste Wert, der nach der Heisenbergschen Unschérferelation vorliegen kann. [J

Die sog. _ die wir nun einfithren werden, haben mit dem Oszillator-

Grundzustand die Eigenschaft minimaler Unscharfe gemeinsam. Sie spielen eine wichtige Rolle in
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der Quantenoptik und allgemein gesprochen fiir Systeme im semiklassischen Limes. Man gewinnt
sie, indem man den Oszillator-Grundzustand einer Galilei-Transformation unterzieht, also in ein

Inertialsystem wechselt, in dem der Oszillator nicht in Ruhe ist.

_ Unter dem kohérenten Zustand (in d = 1) mit Ortserwartungswert gy und Impulser-

wartungswert py verstehen wir den Zustand mit der Schrodinger-Wellenfunktion

Foopo(q) = €P"gg(q — go) e P00/2",

Hierbei ist po(q) = (m£2)~/4e~ /2 wie zuvor die Grundzustandswellenfunktion des harmonischen
Oszillators mit Oszillatorldnge ¢. (Die Anwesenheit des rechts stehenden konstanten Phasenfaktors
wird durch das folgende Lemma motiviert.)

Die Uberpriifung der Erwartungswerte fiir Ort und Impuls ergibt tatséchlich

q ~ ——hd
<Q> = /Rqu,po (Q) quo,po (Q) dq = qo, (p> = /RFqO’pO (q) TI] Fq07p0 (q) dq = po .

- Die durch
Foop0(q) = e_(qo/%)Q_(Zpo/Qh)QSqo po(4)
erklirte Funktion Sy, ,,(¢q) ist holomorph im komplexen Parameter

z:i @—f—i@
V2 \ L h )’

-Wir zeigen, dass Sy, p,(¢) der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung fiir 2z geniigt.
Wir haben

2 2
Sgo,p0 (Q> = gl®0/207+({po/28) Yao,p0 (q)

— (\/Eg)*l/Q o(0/20)*+(fpo/2h)?+ipog/h—ipoqo/2h—(4—q0)* /26 (4.7)
und
0 1 ( 0 h 0 )
—=—|l—+i-—
0z 2\ 0q0 ¢ Opoy
Nun gilt
0 % .Ipo  q— qo
{— In S, == —j—
aq n QO,pO( ) 20 1 2%h + /
und
h 0 b q

—— In§ =i——-=4=.
7 apg WS (@) =155 =4 F g
Wie man sieht, addieren sich die beiden Beitrage zur anti-holomorphen Ableitung zu Null:

.0 1 0 h 0
Sao.p0(q) lg Saowo (@) = NG (fa—qo +ig a_po> In Sy, e (q) = 0.

Folglich ist Sy, ,,(¢) (fiir jeden Wert von ¢) eine holomorphe Funktion des Parameters z € C. [
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Der Vergleich mit der wellenmechanischen Darstellung der Heisenberg-Gruppe (siehe Abschnitt
4.2) ergibt

qu:pO (Q) = (D(QQO,po,tIopo/2)900) (Q) )

was uns zur abstrakten (also darstellungsunabhéngigen) Definition kohérenter Zusténde fiithrt.

_ Der abstrakte unitare Operator, dessen Darstellung in der Schrodinger-Wellenmechanik

durch D(gq0po,q0p0/2) gegeben ist, sei mit den Konventionen

1 14 —~ i
durch
T, = T(qo,po) = ?]\t,‘(mpo,tlopo/2

bezeichnet. Unter dem (abstrakten) kohdrenten Zustand zum Parameter z verstehen wir dann

das Resultat der Anwendung von 7, auf den Oszillator-Grundzustand |0):
|z) =T7,10). O

_ Per Definition translatiert der unitire Operator T, den Ort um gy = v/2¢ Re(z)
und den Impuls um py = 2k Im(z)/¢.

Fir die Operatoren T, gilt eine_ die direkt aus dem Verkniipfungsgesetz

der Heisenberg-Gruppe folgt:

I

q0,P0) T(thl) - gqo,po,%qwo gfh,ph%qml - ngo-l-ql7p0+p17%QOPo+%q1p1+q0p1

~

= Yg0-+q1.p0+p1. 3 (@0+a1) (po+p1)+3 (qop1—poar) — T(Qo+l11,po+p1) 90,0, (qop1—poar)

also

T(Qmpo) T(Ql,m) = T(Qo-l-tIl,Po-i-pl) e—i(qop1—poq1)/2h oder T.T, = Tw+z e(zu_]_wz)ﬂ-

A
- Der den Phasenfaktor bestimmende Ausdruck P (9,,% /

qop1 — poqa ist die (symplektische) Flache des Parallelo-
(9:,90)

S

in der Phasenebene R?. [J =9

gramms mit den Kantenvektoren (qo, po) und (g, p1)

Aus der wellenmechanischen Darstellung der Heisenberg-Gruppe lesen wir ab:

_~  _ ipod/h _ o~ iqep/h
T(0.p0) = Go.po.0 = €T, Ti40.0) = Ggo,00 = € :

Hiermit und mittels der obigen Multiplikationsregel erhalten wir fiir den unitaren Operator (g, )

die expliziten Ausdriicke

Tlqo,p0) = T(q0.0)T(0,p0) Ql10P0/2 — laopo/2h o=iaoP/ gipod/h
— (O,po)T(qo,O)e_lqopO/Qh — e~ 190p0/2h ipod/h o —iqob/h
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- Etabliere fir zwei Matrizen A und B mit Kommutator [A, B] « 1 (Einheitsmatrix)
die Identitaten

e'Be " =B+ A, B und e'ef = tBralABl
Folgere hiermit (heuristisch) die folgenden_

: T(;()l’po) 0 Tigo.po) = G+ o, T(;olvpo)ﬁT(qo,po) = P+ o,

2. Tigopo) = eiPod—a0p)/h — ozb'=2b T,

3. (0|T.|0) = e *P/2. O
Die kohérenten Zusténde |z) haben die folgenden Wichtigen_

1. Das Produkt der Orts- und Impulsunschérfen in einem kohérenten Zustand |z) ist gleich

dem Minimalwert i/2 (unabhéngig von z).

2. Das Hermitesche Skalarprodukt (“Uberlapp”) zweier koharenter Zustande ist

(z|w) = el P—slwlP+ze

3. Es gilt die Vollsténdigkeitsrelation (“Zerlegung der Eins”):

d*z )
5 |2)(z] =1, d*z := 2dRe(z) dlm(z).
c <7

_ Sei I := [.d?z|z)(z|. Dann haben wir

T,T," :/d2szTz|0><0|Tlew1 :/dQ,sz+Z|O)(O]T1 =1I.
C C

w—+z

Der Operator II vertauscht also mit 7T, fiir jedes w € C. Da die Operatoren T, die Heisenberg-
Gruppe irreduzibel darstellen, folgt nach einem fundamentalen Prinzip der Darstellungstheorie
(dem sogenannten Schur’schen Lemma), dass II ein Vielfaches des Einsoperators sein muss. Die
Proportionalitatskonstante berechnet man aus

mmmwaéfzwa@mwzég%Mwmmfz/ﬁaezfzgm

C

4.6.1 Bargmann-Darstellung der Quantenmechanik

Die Zerlegung der Eins mittels koharenter Zustdnde kann benutzt werden, um die Bargmann-
Darstellung, eine dritte, von der Heisenberg’schen Matrizenmechanik und Schrodingers Wellen-
mechanik “qualitativ” verschiedene Realisierung des quantenmechanischen Hilbertraums zu kon-
struieren. Die Bargmann-Darstellung ist insbesondere fiir die Zwecke der semiklassischen Physik
(“mikrolokale Analysis”) niitzlich.

Zur Herleitung der Bargmann-Darstellung beginnen wir mit

wwzwmwzjd%w@ww

¢ 21
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(wobei z zwecks spéterer Einfachheit durch z ersetzt wurde) und interpretieren (z[i) wie folgt als

“Wellenfunktion”. Wir formen das Hermitesche Skalarprodukt um:
(zw) = OITIw) = (WIT=[0).

Driicken wir dann (¢|7%|0) in der Ortsdarstellung aus, so erhalten wir

w@mzéwwmmﬂmzéwwnmww

Nun kennen wir vom Anfang dieses Abschnitts den Ausdruck

(g T=|0) = Flgo_poy (q) = e /25 (q) = e /2.5, (g),

wobei S, (gq) holomorph von z abhéngt. Dies fithrt zur folgenden Definition und Aussage.
_ Der Hilbertraum B¢ aller holomorphen Funktionen f : C — C mit der Eigenschaft

/ 1F(2))Pe P d?2 < oo
¢

wird Bargmann-Raum genannt. Unter der Segal-Bargmann-Transformation versteht man die

komplex lineare Abbildung

B:ﬁ®%+&,(WM@=A&WW@@,

die jede quadrat-integrable Funktion 1) € L?*(R) in eine holomorphe Funktion Bt € Bc tiberfiihrt.

_ (i) Die obige Rechnung zeigt, dass die Segal-Bargmann-Transformation eine
unitare Abbildung ist:

b@&@5¢@ym=:wmm::@wr1138¢x@<8¢x@e-ﬂifz

(ii) Der explizite Ausdruck fir S,(q) von Eq. (4.7) lasst sich auch kiirzer schreiben:
Sz(Q) _ (\/EE)—I/Q e—z2/2 eﬂzq/[ e—q2/2£2‘

(iii) Im Vergleich zum Hilbertraum L?*(R) der Wellenmechanik ist der Hilbertraum Bc insofern
dem Studenten schneller zugénglich, als sein Hermitesches Skalarprodukt mit Hilfe des Riemann-
Integrals definiert werden kann, also ohne das Lebesgue-Integral auskommt.

Wie sieht nun die Darstellung der Heisenberg-Gruppe auf dem Bargmann-Raum B¢ aus?

- Die Translationsoperatoren T, der Heisenberg-Gruppe wirken auf die holomorphen
Funktionen f € B¢ der Bargmann-Darstellung durch

(T f)(2) = e M2 (2 — ).

Insbesondere werden die selbst-adjungierten Operatoren fiir den Ort ¢ und den Impuls p folgen-

dermaflen dargestellt:

~ l 0 . h 0
@06 =5 (4 5. ) 10 00 = (5 -2) 1)
-als Ubungsaufgabe.
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5 Pfadintegral und klassischer Limes

5.1 Propagator

Falls ein “autonomes System” vorliegt, also der Hamiltonoperator H nicht explizit von der Zeit

abhéngt, hat die Schrodinger-Gleichung (abstrakte Version)
0 fi) = B o)
1N— =
a1 1Vt t
die formale Losung
1) = 7P [hy).

Ist o) ein Eigenvektor von H mit Eigenwert £ = hw, so ist |1h) = |th) e 7", Ein solcher Zustand

heifit stationar, denn in ihm sind die Erwartungswerte aller Operatoren zeitunabhangig:

(e Altbr) = ! (3po| Alapo) e 7t = (3| Alaho) -

Sei nun [t)g) irgendein abstrakter Hilbertvektor. Dann haben wir in der Ortsdarstellung

wwgzwm“%wwz/dﬂwvﬁ@wwww
R
oder
¢mm—/K@¢ww¢w¢
R
mit
K(q,¢;t) = (g| e H/| gy

Der zeitabhéngige Integralkern K (q, ¢; t) heifit der Propagator des quantenmechanischen Systems.

Wir erinnern daran, dass fiir freie Teilchen (H = p2/2m) gilt

Lo [ m im (q—¢')?
Kl q5t) = \ 2rine P (2h ¢ '

Ganz allgemein hat der Propagator eines autonomen quantenmechanischen Systems die-
Seliafte (< = 1)
K(q,qit2+1) = / K(q,q"t2) K(¢",¢'st1) dq”
R
lim K(q,q;t) = —q).
und - lim K (g, ¢'3t) = (¢ = ¢)
- Der Propagator des harmonischen Oszillators ist

(1 (>4 ¢°) coswt iqq 1
— X -2z .
/271 sin wt P 202 sin wt 2 sinwt

(Die Berechnung mittels kohérenter Zustande wird nachgeliefert.)

K(q,q';t) =
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5.2 Hamiltonsches Prinzip

Wir erinnern an einen aus der Hamiltonschen Mechanik bekannten Sachverhalt. Fiir ein Hamil-
tonsches System (der klassischen Mechanik) mit Phasenraum M = R? Hamiltonfunktion H und
kanonischen Koordinaten ¢, p hat man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

. OH . 0H

q= 8_p I _8_q .
Sie folgen aus dem Hamiltonschen Prinzip (auch bekannt als Prinzip der kleinsten Wirkung; besser:

Prinzip der stationdren Wirkung). Dazu betrachtet man das Wirkungsfunktional

T
0

wobei langs Kurven im Phasenraum integriert wird. Durch Variation von .S erhalt man

T H H
55':/ (q'5p+p5q'—8—5q—a—5p>dt.
0 dq dp

Integriert man nun den zweiten Summanden partiell und fordert d¢(0) = 0 und dq(T") = 0 (der
Ort wird also zur Anfangs- und Endzeit nicht variiert, sondern festgehalten), so entsteht

4 H H
532/ <q’(5p—p5q—aa—5q—%—5p)dt.
0 q P

Die Forderung der Extremalitat des Wirkungsfunktionals (65 = 0) fiir Phasenbahnen der klassi-
schen Bewegung liefert dann sofort die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

Was ist aber der tiefere Grund fiir dieses Variationsprinzip (aufler, dass es das gewiinschte
Ergebnis liefert)? Und wie kann man die aus der Sicht der klassischen Mechanik sonderbare

Randbedingung

verstehen? Die Quantenmechanik bietet hierauf eine Antwort.

5.3 Pfadintegral

Wir leiten jetzt eine sog. Pfadintegraldarstellung fiir den Propagator K(q,q’;T) her. (Wir bleiben
der Einfachheit halber beim Fall eines Systems mit einem Ortsfreiheitsgrad.) Dazu verwenden
wir die Zerlegung der Eins mittels kohéarenter Zustande, was auf Pfade im Phasenraum fiihrt.
Unterwegs werden wir auch das Feynmansche Pfadintegral iiber Pfade im Ortsraum kennenlernen.

Unser Ausgangspunkt ist die unitdre Einparametergruppe R > ¢ +— U; = exp (—itH/h) der
Zeitentwicklung eines autonomen quantenmechanischen Systems mit Hamiltonoperator H. Per

Definition von U; haben wir die Identitat

Ur = Urja Urja = Urjs Urys Urys = (Upyn) ™
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Diese werden wir letztendlich im Limes N — oo verwenden. Fiir den Propagator K(q,¢;T) =

(q|Ur|q) erhalten wir durch wiederholtes Einschieben von 1 = [.(d?z/2m) |z)(z| den Ausdruck

/ d2 /
alUrl) = [ 5 alUral2)(1Urale)

d*z d*zy_
=[5 / = {q|Uzyvlzn-1)en-a|Unynlen—2) - (ol Urpwl2a) (21 Uyl
C &7 C 2m

In diesen Schritt geht durch die Definition der kohdrenten Zusténde |z) = T,|0) die willkiirliche
Wahl einer charakteristischen Lange ¢ ein. (Im vorigen Abschnitt war ¢ die Oszillatorldnge. Hier
behandeln wir aber nicht den harmonischen Oszillator sondern ein allgemeines System.)

Die Umformung zum obigen Ausdruck wird durch die Erwartung motiviert, dass die Kurzzeit-
Propagatoren (zgi1| Ui|zx) fir t = T/N — 0 berechenbar sind (und auch durch die Hoffnung,
dass der Limes N — oo beherrscht werden kann). Wenn man die Fehler der Kurzzeit-Naherung
unter mathematischer Kontrolle behalten will, lasst sich diese Berechnung im allgemeinen nur
systembezogen durchfiithren. Ist der Phasenraum M jedoch kompakt (und somit die Energie

beschrénkt), so konnen wir problemlos wie folgt verfahren (¢t = T/N):

(21| Uelzn) = (ziga] e P 2) = (24| 1 = itH /R + O(t)| 21,)
it <Zk+1’H’Zk>

= (2nt1]2k) — (it/h) (241 H|2k) + O(tQ) = (@) (1 ok (2+1]28)

+ O(tQ)) :
Offenbar ist es zweckmafig, die folgende Abkiirzung einzufiithren:

(Zhy1| H | 21)

= H(Zks1, 2k)-
Gty ke 2)

Hiermit haben wir dann

(zre1] Utl2k) = (2r41l21) et MlEk1,2)/A+ O(E)

Im glinstigen Fall, dass der Hamiltonoperator beschrankt ist (sagen wir durch E.), hat die
Summe (k = 1,..., N — 1) aller Fehlerterme O(t?) die Grofenordnung N - (T Epay /NR)? ~ N7t
und wird durch den Limes N — oo beseitigt. Im allgemeinen Fall (so auch hier fiir unspezifizierten
Hamiltonoperator und M = C = R?) ist die Fehlergrofie nicht a priori klar und die obige Rech-
nung und folgende Argumentation bedarf einer weitergehenden mathematischen Rechtfertigung.
Wir gehen hierauf nicht naher ein und verweisen neugierige Studierende auf die Andrejewski-
Vorlesungen von J. Feldman, http://www.math.ubc.ca/~feldman/andrejewski.html

Insgesamt erhalten wir jetzt

d221 dQZN_l gl
AN T . —iTH(z z,)/Nh
(q|Urld') = J\}I_I)I;O L or /c o (q| Ur/n|2n—1 U (Zhs1|2e) € 12 A Urn ).

Fiir den ersten und letzten Zeitschritt diirfen wir Uz y im Limes N — oo durch den Einsoperator
ersetzen:
N—oo 75— iy 2
(21| Urynld) = (q]21) = e 17252, (q)
— (\/Eg)—l/Ze—lzrlIZ/?—ff/2+\/if?lq’/f—q/?/%2
= (/7l) V2~ (=0)? /28 +im(a—d)/2h—imd /2
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wobei S, (¢) die in Gleichung (4.7) eingefithrte Funktion ist. Im letzten Schritt haben wir z; durch
seinen Realteil (¢ /v/2¢) und Imaginérteil (¢p;/v/2h) ausgedriickt. Ahnlich haben wir

(a Urjnlon—1) =3 (glanor) = e v1P2 5, (g)

= (\/%f)_l/2e_|zN—1|2/2 — 2} /24 V22n-19/t - ¢* /20

— (ﬁg)—1/2e—(q—QN—1)2/2€2 +ipn-1(g—an-1)/2h+ipN-19/2h

Das Produkt aller Skalarprodukte (zj41|2x) lasst sich wie folgt ausdriicken:

N—2
Zk+1|2k) = exp (—5|2k+1|” — 3%k Zk+12k
(2k41]2k) (—=3lzen ] = 31zl + )

k=1

_ o (SN ((@mar0)?/2 + Cor—pis1)? /1)

o (1/4R) POy ((pk+Pk+l)(‘1k_Qk+l) - (Qk+Qk+1)(Pk_pk+1)) _

Insgesamt erhalten wir dann das folgende-fiir den Propagator:

dp1dq, / dpn_1dqn—1 i
U = g -1 1 AR _Sre _S

N—oo
mit
2 1 T
S = Z(pk + pr1) (o1 — qr) — Z<Qk + Q1) (Prt1 — Pr) — NH(Zk—i-la 2k)
k=1
1 !
+ 5Py (¢ —qn-1) +pn1qg+ (g —4') — plq)
und
N-2 2 2 N2
g _(g—gn)? N Qk-i-l_Qk +€(pk+1—pk) +(q1—q)
S TE R 4n? 20

_ Der zweite Term, Sieq, ist reell und positiv (falls ¢ # ¢’). Er wird signifikant (von

der Groflenordnung Eins und gréfier) wenn die Differenzen zeitlich aufeinander folgender Orte und

Impulse die jeweilige charakteristische Skala (¢ bzw. h/{¢) ibersteigen, also fiir

|gk+1 — k| S 0= Vhi/mw,  |prr1 — Pkl > h/l=vVhmw.

Der Beitrag zum Integral von Konfigurationen (qi, p1; ¢z, p2; - - - ; qn—1, pn—1) mit grofiem Sye, wird
durch den Faktor e~®we im Integranden unterdriickt. Auf diese Weise bewirkt Sreg €ine Art
von “Regularisierung” des Pfadintegrals. Beachte auch, dass die Anwesenheit des ersten und
letzten Terms in S,e, dafiir sorgt, dass regulére Konfigurationen (also solche ohne exponentielle
Unterdriickung durch e~®w<) in der Nihe von ¢’ ~ ¢, beginnen und in der Nihe von ¢ ~ qy_;
enden. Dagegen variieren die Impulswerte p; und py_; frei, sofern sie sich nur hinreiched wenig

von ihren Nachbarn in der durch £ = 1, ..., N—1 indizierten Sequenz unterscheiden. Eine typische

_(ﬁir den F all_ konnte also wie folgt aussehen.
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Impuls
L4/
I Al I P s 200
T —F . .
<0 (9% »2)
> Ort
q’ q

Symbolik (“Zeitkontinuumslimes”). Zum Integral im Limes N — oo tragen also nur solche
Konfigurationen bei, fiir welche die Differenzen |gx — qx+1| und |px — pr+1| sehr klein im Vergleich
zu typischen Langen- und Impulsskalen der klassischen Dynamik sind. Es ist daher plausibel, dass
die Summe (Y 0-7) fiir den ersten Term, S, als diskrete Approximation zu einem Integral ([ dt)
im Zeitkontinuum aufgefasst werden kann. Wir stellen uns also vor, (g, px) seien die Werte auf
einer differenzierbaren Kurve ¢ — (q(t), p(t)) mit gx = q(tx), pr = p(tx) und schreiben die Summe

symbolisch als Integral:

z_: i(pk- + Pr1) (e — qr) = % z_: p(te) ~|-2p(tk+1) (q(tesr) — q(ty)) = %/ p(t) q(t) dt.
k=1 k=1 0

(“Symbolisch” will sagen, dass es sich beim “Integral” um einen in diesem Kontext eigentlich
sinnlosen Ausdruck handelt. Die wirkliche Bedeutung des “Integrals” ist durch die Summe auf
der linken Seite im Limes N — oo gegeben.) Das gleiche Vorgehen fiir den Gesamtausdruck von

S gibt das symbolische Ergebnis

Sw g / (v — qp)dt — / Hilt + 2 (o(T) a(T) ~ p(0) g(0)

Hierbei ist H die klassische Hamiltonfunktion, ausgewertet langs der gedachten Kurve t +—
(q(t),p(t)). Die Randterme p(T") ¢(T") und p(0) ¢(0) symbolisieren die Terme py_; ¢ bzw. —p1¢
im exakten Ausdruck fir S.

Ein erster praktischer Nutzen der symbolischen Darstellung von S als Integral ist, dass wir die
Randterme durch partielle Integration beseitigen und so einen besonders einfachen Endausdruck

fiir S erhalten konnen:

T
s= [ tpi~Hydt = Slale). (1)
0
Die letzte Schreibweise betont, dass S als Funktional auf dem Raum von Kurven ¢ — (q(t), p(t))

betrachtet wird. Die symbolische Pfadintegraldarstellung des Propagators sieht somit wie folgt

aus:
q(T)=q

ale 1) = [ Dlato, 0] exo (5 Sla(0.p00)] ).
q(0)=¢
Der Regulatorterm S,e; wurde hier weggelassen in der Annahme, dass seine Rolle lediglich darin
besteht, irregulére Pfade zu unterdriicken, und er auf den zum Pfadintegral beitragenden Konfigu-

rationen so gut wie immer Null ist. Das Symbol D[q(t), p(t)] steht fiir (v/70) "' [1=" dpx dqi/27h

im Limes N — oo.
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Stationare Phase. Wir sind jetzt in der Lage, die Verbindung zum Hamiltonschen Prinzip der
klassischen Mechanik herzustellen. Dazu nehmen wir an, dass die Wirkung .S von typischen, zum
Pfadintegral beitragenden Konfigurationen ¢ — (q(t),p(t)) viel grofier als die Plancksche Kon-
stante ist (S/h > 1, semiklassischer Limes). In diesem Fall erwartet man, dass das Aufsummieren
der unitidren Werte /" des Integranden zu weitestgehender Ausloschung fithrt. Eine Ausnahme
bilden Konfigurationen v : [0,7] 3 ¢t — (q(t),p(t)), die Extrema von S sind. Fiir solche v fithrt
eine kleine Anderung v — y+d7 in erster (Taylor-)Néherung zu keiner Anderung des Integranden,
und die Werte e%/" addieren sich konstruktiv. Im semiklassischen Limes regiert also das Prinzip
der stationdren Phase: die wesentlichen Beitrage zum Pfadintegral kommen von Konfigurationen
~ mit verschwindender erster Variation von S.

Genau gesagt sind Losungen von fOT(pq — H)dt = 0 gefordert, welche den Randbedingungen
q(0) = ¢ und ¢(T') = q geniigen; man variiert also mit dq(0) = 0 = d¢(T"). Nach Abschnitt 5.2 ist
dies genau das Hamiltonsche Prinzip der klassischen Mechanik! So fiihrt die Pfadintegraldarstel-

lung der Quantenmechanik zu einem tieferen Verstandnis dieses Prinzips.

5.3.1 Feynmansches Pfadintegral

Die oben beschriebene Pfadintegraldarstellung mittels koharenter Zustande stellt keine besonderen
Forderungen an die Hamiltonfunktion H und steht daher in grofler Allgemeinheit zur Verfligung.
Fiir Hamiltonfunktionen der speziellen Form

2

p
H=—W+V
2m+ (q)

existiert eine reduzierte Form von Pfadintegral. Sie entsteht aus der uns bekannten Pfadintegral-
darstellung, indem man die Gaulsche Abhéngigkeit von den Impulsvariablen ausintegriert. Es
verbleibt dann das nach Feynman benannte Pfadintegral iiber Pfade im Ortsraum. Symbolisch
schreibt man
a(T)=q R
ale Ty = [ i) e (5 [ Lt ao)ar)
q(0)=¢'
Hierbei ist

L(g,q) = 5 d*+ V()

die Lagrangefunktion des Systems mit Hamiltonfunktion H = p?/2m + V(q).

5.4 Semiklassische Naherung

Eine wichtige Aufgabe physikalischer Theoriebildung ist es zu zeigen, dass und wie die Gesetze
der klassischen Mechanik als Grenzfall der Quantenmechanik resultieren. Man erwartet die An-
wendbarkeit der klassischen Mechanik im sogenannten “semiklassischen Limes” — grob gesprochen

Situationen, wo das quantenmechanische Wirkungsquantum (die Plancksche Konstante ) klein
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ist im Vergleich zu den relevanten Wirkungen des quantenmechanischen Systems. Fiir die Her-
leitung von Naherungen im semiklassischen Limes ist die Pfadintegraldarstellung des Propagators
als Ausgangspunkt bestens geeignet. Im Folgenden stellen wir eine nach van Vleck (1928) benannte

Naherungsformel vor. AnschlieBend skizzieren wir die wesentlichen Ideen der Herleitung.

_ Zur semiklassischen Berechnung des quantenmechanischen Propaga-

tors K (q,q’;T) eines Hamiltonschen Systems mit Hamiltonfunktion H und kanonischen Phasen-
raumkoordinaten ¢,p gehen wir wie folgt vor. Fiir die vorgegebene Zeitdauer T' losen wir die

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

oH . oOH

qu)_p’ p:_a_q’

zu den Randbedingungen

(Beachte, dass die Losbarkeit dieser Randwertaufgabe offen ist: je nach Situation kann es eine,

mehrere oder gar keine Losung geben.) Ist ya(t) = (ga(t), pa(t)) eine solche Losung, so setzen wir

S0 sT) = [ (palt) ) = Hlaa(0) ) ).

Offensichtlich ist S, , eine Funktion von 7" und den vorgegebenen Anfangs- und Endorten ¢’ und

Vel

q. Der semiklassische Propagator nach van Vleck ist eine Summe iiber alle Losungen v,

. i 028 i
K /'T — —ITH/ﬁ / _ E 1 Vel - /_T )
(q7 q ) ) <q‘e ’q > . 27Th 8qaq/ eXp h S’Ycl(q7 q ) )
cl

Existiert keine Losung 7., so gilt der Propagator als Null. (Tatséchlich ist er dann, den semiklas-

sischen Limes vorausgesetzt, sehr klein.)

-Veriﬁziere, dass die bekannten Ergebnisse fiir den Propagator eines freien Teilchens und
des (eindimensionalen) harmonischen Oszillators mit der van-Vleck-Formel exakt {ibereinstimmen.

(Die semiklassische Ndherung ist in diesen Fillen also exakt.)

_ Es mag passieren, dass die klassische Phasenbahn v, Punkte besucht, wo die Vor-
aussetzungen fiir die Giiltigkeit der semiklassischen Néherung verletzt sind (z.B. Umkehrpunkte
der klassischen Bewegung). In solchen Fillen ist die Bewegung in der Néhe des singuldren Punkts
voll quantenmechanisch zu behandeln, was zu einer Korrektur S,, — S, — Avm/2 durch eine
zusétzliche, lokal konstante Phase (mit v dem sogenannten Maslov-Index) fiihrt. [

Es geht weiter mit ein paar Erlauterungen zur-der van-Vleck-Formel ausgehend
von der Pfadintegraldarstellung des Propagators mittels kohédrenter Zusténde.

Aus der elementaren Analysis kennt man die Methode der Sattelpunktniherung: Ist z — e~/(®)
eine integrierbare C'*°-Funktion mit einem globalen Maximum in x = =z, so hat das Integral

Jp e M@ dz fiir groBe Werte von N die asymptotische Entwicklung

—Nf(x _ 27 —Nf(xo b (fm(‘ro))2 1 f””(x()) 2
[ =\ )<”24N (F(x0)? 8N () T O )>‘
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Fiir komplexwertige Funktionen wird die Sattelpunktmethode zur Methode der “stationaren Phase”,
und fiir Linienintegrale holomorpher Funktionen zur Methode des “steilsten Abstiegs” (englisch:
steepest descent). Ohne diesen als bekannt vorausgesetzten methodischen Hintergrund ndher zu
erldutern, iibertragen wir ihn auf das Phasenraum-Pfadintegral mit der Identifikation N = (ih)~!
und f(z) = S[(q(t), p(t)]-

Sei sun Yo = (qe1, pa) eine der Phasenbahnen, iiber die in der van-Vleck-Formel summiert
wird. Analog zur Taylor-Entwicklung f(z) = f(zo) + 3" (20)(z — 20)? + ... entwickelt man das

Wirkungsfunktional um eine solche Bahn:

T
S = / dt ((per + 0p)(Ger + 0¢) — H (g1 + 0q, pa + 6p))
0

O*H 0*H

0*H
a2 .09 = dp ap?

0qop

1 [ _
=5,,+0+ 5/0 dt (25p5q —dq |0 —20q |%16p) +6°S+ ...

Die erste Variation 05| verschwindet per Definition von v.. Den Term 2dpdq symmetrisieren

Vel

wir zu dpdG — 6q Ip mittels partieller Integration und Verwendung von d¢(0) = 0 = dq(7T"). Die

zweite Variation schreiben wir als quadratische Form:

T
M,, M, op

a2 ) ()
el /0 % 6q) (qu Meq) \04q

9’H d 9°H

<Mpp Mpq> _ Op? , T dt —i_ dp dq
i 52H 52H
qu qu o+ (et ed

dqdp dq?
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mit

=M.

Vel
Wenn wir die Entwicklung nach der zweiten Variation abbrechen, verbleibt die Berechnung eines

Gauflschen Pfadintegrals. Die unendlich-dimensionale Version der Formel
/ e Xk e An e gny — 1 /\/Det A

liefert dann den folgenden Beitrag von 7, zum Propagator:

. 0 —d/dt m
iSy,, /h
el /\/Deth\/Det<d/dt 0 )‘ ,/%h .

frei

Die Determinante Det M lésst sich als Produkt der Eigenwerte des (Matrix-)Differentialoperators
M auffassen. Allerdings wiirde diese Determinante in Isolation keinen Sinn ergeben, denn das
Produkt der Eigenwerte ist nicht endlich. Sinnvoll ist jedoch das Verhaltnis der Determinanten
DetM /Det M (0), wobei M(0) der Differentialoperator M der freien Bewegung (H = 0) ist. Die
zweite Determinante resultiert aus einer sorgfaltigen Behandlung des Integrationsmafles des Pfad-
integrals (inklusive Regularisierung). Das Verhéltnis der (regularisierten) Determinanten lésst
sich (im Limes verschwindender Regularisierung) explizit berechnen und ergibt den Wurzelfaktor
in der van-Vleck-Formel.

Existieren mehrere Losungen ., so ist die Summe zu nehmen.

Literatur. Weiterfithrende Literatur fiir Interessierte ist: M. Gutzwiller, Chaos in Classical and

Quantum Mechanics (Springer Verlag, 1990).
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_ Die Van Vleck Formel ist paradigmatisch fiir semiklassische Naherungen: sie fiigt
rein klassische Daten, eben S, (¢, ¢’;T), zu einem quantenmechanischen Ausdruck zusammen, der

insbesondere die Moglichkeit zu Welleninterferenz birgt.

-fiir eine mogliche Anwendung (“Doppelspalt”) der van-Vleck-Formel:

/////'////

Elektronen in einer Grenzschicht

zwischen Isolator und Halbleiter - Tal \)‘6“\
g L /
Wellenlénge der Elek:rj::"l\
<< Talbreite

Tal

Zum_der semiklassischen Naherung merken wir an, dass analog zur Sat-

telpunktmethode fiir [ e/ @) dz die Entwicklung von S zu hoheren Ordnungen Korrekturen der

schematischen Form

ha'S),./ (92S1.)°, R(6°S],.)°/ (6%

3
’Ycl) , USW.

gibt. Grob gesprochen sind diese Korrekturen klein, falls die Wellenlange der Teilchen klein ist
im Vergleich zu den relevanten Langenskalen, iiber welche die anharmonischen Anteile von S
variieren. Fiir Systeme mit 635 = §*S = ... = 0 (freie Bewegung, harmonischer Oszillator) ist die

semiklassische Naherung exakt.

_ Das Pfadintegral und seine semiklassische (oder “perturbative”) Auswertung bildet
die Grundlage fiir einen Grofiteil der quantitativen Berechnungen in der Quantenfeldtheorie, ins-

besondere Quantenelektrodynamik und Quantenchromodynamik.

5.5 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Die Van-Vleck-Formel ist eine gute Naherung fiir kurze Zeiten 7', da dann die Energie der klassis-
chen Bewegung - fiir vorgegebene Orte ¢', ¢ grofl und somit die entsprechende Wellenléange klein
ist. Wir behandeln jetzt einen etwas anderen Zugang zum semiklassischer Limes, der letztendlich

zu einem Verfahren fiir die Behandlung stationarer Zustéande fithren wird.

5.5.1 KM

Wir erinnern an die Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassischen Mechanik. Wie wir wissen, re-

sultieren fiir ein Hamiltonsches System mit kanonischen Koordinaten ¢, p und Hamiltonfunktion
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h die kanonischen Bewegungsgleichungen ¢ = 0h/0p und p = —0h/0q aus dem Hamiltonschen
Prinzip ¢ fy(p dq — hdt) = 0. Nun sind aber die gewihlten kanonischen Koordinaten (g, p;t) in
dem um die Zeit t € R erweiterten Phasenraum M x R beliebig und kénnen durch andere kanoni-
sche Koordinaten (@, P;t) mit transformierter Hamiltonfunktion H ersetzt werden. Damit die
koordinatenfrei definierte Dynamik des Hamiltonschen Systems unverdndert bleibt (also nach wie
vor durch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen Q = dH/OP und P = —9H/dQ gegeben
ist), muss der Koordinatenwechsel so gefithrt werden, dass Extrema des Wirkungsfunktionals
J(pdg — hdt) (mit festgehaltenen ¢(0) und ¢(7)) auch Extrema des transformierten Wirkungs-
funktionals [(PdQ — Hdt) (mit festgehaltenen Q(0) und Q(T)) sind.

Aufgabe. Zeige, dass diese Forderung g erfiillt ist, falls eine Funktion S; existiert mit
pdq — hdt = PdQ — Hdt + dS;.
Setzen wir nun S; = S — PQ), so wird die obige Beziehung mit d(PQ) = PdQ + QdP zu
pdq — hdt = —QdP + Hdt 4 dS.

(Achtung: S steht hier fiir eine Funktion S : M x R — R, nicht wie zuvor fiir das Hamiltonsche
Wirkungsfunktional. Wir werden aber sehen, dass hierzu ein Zusammenhang besteht.) Es ist
jetzt zweckméBig, die Funktionen ¢ und P als Koordinatenfunktionen zu benutzen. (Das geschieht
unter dem Vorbehalt, dass dg und dP an jeder Stelle des erweiterten Phasenraums M x R linear
unabhangig sind. Da P erst noch konstruiert werden muss, kann diese Bedingung erst zum Schluss
im Sinne eines Konsistenztests iiberpriift werden.) Natiirlich ist das Paar (¢, P) in der Regel nicht
kanonisch. Fiir den nachsten Schritt wird aber lediglich die Koordinateneigenschaft benétigt, um

dS auszudriicken:

oS oS oS
aS =5 da+ Gp AP+ ot

und dann durch Koeffizientenvergleich zu schliefen, dass die folgenden Relationen gelten:

08 08 oS
p= g’ Q= 9P’ =h+ B

In der Hamilton-Jacobi-Theorie versucht man nun, die Koordinatenfunktionen (@, P;t) so zu
wéahlen, dass die transformierte Hamiltonfunktion H zu Null wird: H = 0. Das ist sicher ein
erstrebenswertes Ziel und einen Versuch wert, denn im Erfolgsfall haben wir ja dann Q = P = 0.
Anders gesagt sind die neuen kanonischen Koordinaten ) und P Konstanten der Bewegung.
Hieraus folgt aber auch sofort, dass der Ansatz der Hamilton-Jacobi-Theorie nur funktionieren
kann, wenn das System maximal viele Konstanten der Bewegung besitzt, also integrabel ist.

Die Bedingung H = 0 fiihrt auf eine partielle Differentialgleichung, die sogenannte Hamilton-

oS oS
h(q,a—q) +§—0
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Beispiel. Jedes Hamiltonsche System mit nur einem Ortsfreiheitsgrad ist integrabel. Die Hamilton-

Jacobi-Gleichung wird in diesem Fall gelost durch
S=W—ht, P=h, W:/pdq,

wobei das Integral ldngs Kurven konstanter Energie zu fiihren ist. Um die (zeitunabhéngige)
Funktion W an der variablen Stelle (¢1,p1) € M zu berechnen, integriert man also die Form p dg
langs der Losungskurve von h(e) = h(qy, p1) ausgehend von einer auf dieser Kurve (beliebig, aber

fest) gewihlten Referenzstelle (qo,po). Fiir h = p*/2m + V haben wir demnach

Wiai,p1) = /m \/2m(h(ql,p1) = Vl(q)) dg.

Im allgemeinen Fall (Integrabilitdt immer vorausgesetzt) wird die Hamilton-Jacobi-Gleichung

durch die Hamiltonsche Prinzipalfunktion

S = /(pdq—hdt)

gelost. Sie entsteht, indem man das Hamiltonsche Wirkungsfunktional auf die Integralkurven des
Hamiltonschen Systems (also die Lésungen der Bewegungsgleichungen) einschrankt, und die resul-
tierende Funktion als Funktion von Endort, Endimpuls und Endzeit betrachtet. Fiir das Folgende
merken wir uns die Bedeutung von 95/0q und 95/0t als Impuls bzw. Energie der Bewegung.

5.5.2 QM

Ausgehend von der Schrodinger-Gleichung

machen wir fir die Wellenfunktion den Ansatz

¥(g,t) = Vplg,t) exp (% (g, t))

— wir zerlegen also nach Betrag und Phase. Indem wir diesen Ansatz in die Schrodinger-Gleichung

einsetzen, erhalten wir nach Division durch ¢ die Gleichung
) dp 1 [0p\> ik &% dp 02
ih—1 =V+—|=) ————— — — .
ot A ot + 2m (8q> 2m 0q? 8q b/ = 8q2 P
Jetzt suchen wir nach einer Losung hiervon in Form einer Entwicklung nach Potenzen von h:

0 =g+ hp, +hoy+... und p=po+hp+....

In fithrender Ordnung ergibt sich fiir ¢y = S genau die Hamilton-Jacobi-Gleichung:

0 1 (0
o) : —§=v+ (a?)
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In der nachsten Ordnung erhalten wir zwei reelle Gleichungen fiir 1 und py:
2
O(h') : (gt + — <3agz;0) 32) In\/pg = —% 88—;020,
0 0 0
(i (T 3) o =0

Historische FuBlnote. Es war seit dem Ende des 19. Jahrhunderts bekannt gewesen, dass die
Wellengleichung der Maxwellschen Elektrodynamik im Grenzfall der geometrischen Optik (oder
Strahlenoptik) in die entsprechende Hamilton-Jacobi-Gleichung iibergeht. Schrédinger gelangte
zu seiner Wellengleichung, indem er von der obigen Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir Materieteilchen
(statt Lichtstrahlen) ausging und sozusagen “riickwérts” rechnete.

Was lernen wir aus dem obigen Gleichungssystem? Der Vergleich mit der Hamilton-Jacobi-
Gleichung der klassischen Mechanik (Abschnitt 5.5.1) zeigt, dass die Phasenfunktion ¢/h der
quantenmechanischen Wellenfunktion in semiklassischer Naherung (¢ ~ ¢q) die klassische Bedeu-

tung der Hamiltonschen Prinzipalfunktion ¢o/h = S/h in Einheiten der Planckschen Konstanten

hat. Angesichts der Bedeutung von S heifit das wiederum, dass

8_(,0 ~ 6_5 und agp 8_5’
g~ dq ot~ ot

als der Impuls bzw. die Energie der Bewegung der “Wellenteilchen” zu interpretieren sind. Die

hieraus folgende Interpretation von

yoo 100 105
T madg  moq

als Geschwindigkeit finden wir in den obigen O(h!)-Gleichungen bestitigt: die Losung zu

9 0

fiir konstantes v ist f(q,t) = f(q — vt,0). Speziell sehen wir, dass die (semiklassische Naherung

fiir die) Einhiillende \/py der Wellenfunktion sich ganz einfach mit der lokalen Geschwindigkeit

v~ %gs fortbewegt, wenn die rechte Seite —iﬂ der O(h')-Gleichung fiir /po klein ist.
Wann ist das letztere der Fall? Wegen

0?8 my- —~Glg

0
+—+/2m(—=V —9S/0ot
9 el o)
ergibt sich im stationéren Fall 0S/0t = —F der Ausdruck

029
Erd

/ 1 2 /
mV(9) und somit __8,5': V(q))

V2m(E -V (q)) 2m 0¢* 2p

=+ \/QmE V(g)) =

was die Dimension einer Frequenz hat. Korrekturen zur klassischen Dynamik po(q,t) = po(q—uvt,0)
ate der

werden also bedeutsam, wenn die Kraftwirkung |V’(¢q)| (also die Impulsénderung nach dem New-

tonschen Gesetz der klassischen Mechanik) vergleichbar wird mit dem Produkt aus Impuls |p| und

der Rate d1n/pg/0t der zeitlichen Anderung der Einhiillenden des Wellenpakets.
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5.6 WKB-Naherung fur stationare Zustande

Aufbauend auf der Hamilton-Jacobi-Theorie konstruieren wir jetzt stationare Losungen der Schrodinger-

Gleichung:

P(q,t) = e FMp(q,0),

mittels einer nach Wentzel, Kramers und Brillouin benannten Néherung (1926). In der Notation

des vorangehenden Abschnitts entspricht obige Gleichung dem Ansatz

p(q,t) = W(q) — Et.

Die zeitunabhangige Phasenfunktion W geniigt in fithrender Naherung, O(R°), der reduzierten
Hamilton-Jacobi-Gleichung

(@) v

Sie ist wie die volle Hamilton-Jacobi-Gleichung nur fiir integrable Systeme global losbar. Wir

2m

beschréanken uns hier auf den Fall d = 1, der bei erhaltener Energie immer integrabel ist.

Auflésen nach W’ ergibt

W'(q) = £v/2m(E — V(q)).

Die O(h')-Gleichung fur po,

W'(q) 0
m  0q

W// (q>
2m

In\/po = —

)

wird gelost durch

const
Vrolg) = \/W .

Wir treffen jetzt eine [Fallunterscheidung.

Im klassisch erlaubten Bereich, 1: E > V(q), setzen wir

ki (q) = v2m(E = V(q))/h.
Wegen der Vorzeichenwahlfreiheit beim Wurzelziehen fiir W’(q) haben wir zwei mogliche Losungen
fiir den zeitunabhéangigen Teil der Wellenfunktion:

wr(q) = kA ;o (ii / ' k+(q’)dq’).

+ (q q0

Im klassisch verbotenen Bereich, 11 : E < V(q), setzen wir

k_(q) = \/2m(V(q) — E)/h.

Auch hier existieren aus gleichem Grund zwei mogliche Losungen:

\/:i_@ exp (j: /q q k_(q’)dq’) |
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Eine Naherung fiir die Gesamtwellenfunktion 1 des stationdren Zustands mit Energie £ entsteht
durch Zusammenstiickeln der Teile vy5;. Die Approximation durch die Ausdriicke vy ist gut
in jenen Ortsbereichen, wo die quantenmechanischen Korrekturen zur Hamilton-Jacobi-Gleichung

klein sind:
V" (q) < W'(q)*.

Diese Bedingung ist an jedem Umkehrpunkt g. der klassischen Bewegung verletzt; diese sind

Losungen von
W (ger) = 0.

Man ist also mit der Komplikation konfrontiert, dass die Naherung genau dort zusammenbricht,
wo die einzelnen Teile zusammengefiigt werden miissen. Um den Anschluss herzustellen, bedient
man sich in der Praxis der sogenannten WKB-Anschlussregeln. Wir zeigen nun exemplarisch an

einem informativen Fall, wie das funktioniert.

Beispiel. Wir konstruieren gebundene Zustande in WKB-Naherung fiir die folgende Situation:

2
e V(q)
V=« /
/ Energie E
/
/ klassisch klassisch
; erlaubt )] verboten (l1)
/7 -
g=0 a=q ey

Fiir stationdre Zusténde (in jeder einfach zusammenhéngenden Geometrie) muss die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte [oc Tm(¢p1)')] verschwinden. AuBerdem erzwingt die unendlich hohe Potential-

mauer das Verschwinden der Wellenfunktionen in ¢ = 0. Beide Bedingungen werden erfiillt durch

() = Wi—@ sin ([ ket

im klassisch erlaubten Bereich 0 < ¢ < a := ¢, . Fiir den klassisch verbotenen Bereich ¢ > a muss

das untere Vorzeichen (im obigen Ausdruck fir i) gewdhlt werden, damit die Wellenfunktion

beim Eindringen abklingt (anstatt exponentiell anzuwachsen):

Yn(q) = ]f@ exp (— /aq k‘_(q’)dq’) .

Es verbleibt die Frage, wie die Konstanten A und B (und letztlich die Energie F) zu wéhlen

sind, damit die exakte Wellenfunktion des stationaren Zustandes gut angenahert wird. Wie schon

gesagt geht das nicht direkt, denn v; und 1 sind an der Anschluss-Stelle ¢ = a unbrauchbar.
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Ein gangbarer Weg besteht darin, die Schrodinger-Gleichung in der Nahe des Umkehrpunkts
mit hoherer Prézision zu 16sen. Das ist allerdings mit einem gewissen Aufwand (— Loésungstheorie
der Airy-Gleichung) verbunden. Eine alternative, schnellere Losung bedient sich wie folgt der Idee

Grob gesprochen wollen wir versuchen, die Wellenfunktion v(g) zu einer holomorphen Funktion
der komplexen Variablen ¢ in einem Streifen — R < Im(q) < R fortzusetzen. Das geht nicht sofort,
denn die stationire Schrodinger-Gleichung fiir b = p?/2m+V ist eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit zwei linear unabhéngigen Losungen und, wie man den WKB-Ausdriicken unschwer
ansieht, findet bei Umlauf um den klassischen Umkehrpunkt ¢ = a Monodromie der zwei Losungen
statt: die exponentiell abklingende Losung (fiir R 3 ¢ > a) wird bei einmaligem Umlauf zur
exponentiell ansteigenden und die rechstlaufende (fiir a < ¢ € R) zur linkslaufenden Losung. Um
die Losung eindeutig zu machen, schneiden wir das Holomorphiegebiet —R < Im(q) < R auf: wir
legen einen Verzweigungsschnitt lings der reellen ¢-Achse von ¢ = 0 bis ¢ = a. (Diese Wahl des

Schnitts ist unserem Ziel angepasst, wenn auch im Prinzip willkiirlich.)

N
Im(q)
D
hat @ S Re(q)

Im Holomorphiegebiet D auflerhalb der ¢ = a umgebenden Problemzone kénnen wir die komplex-
analytisch fortgesetzte Wellenfunktion in guter Néherung durch ihre (komplex-analytisch fortge-
setzte) WKB-Approximation ersetzen:
B q
¥(q) ~ exp (—/ k(q’)dq'> :
k(q) a
Hierbei ist k : D — C die holomorphe Funktion

k(q) = v/2m(V(q) — E)/h,

die auf D MR, also fiir a < ¢ € R, mit der positiven reellwertigen Funktion k_(g) tibereinstimmt.
Wir iiberlegen uns nun, wie die holomorphe Funktion v bei Annadherung an den Verzwei-
gungsschnitt von oben (Img — 0+) oder unten (Img — 0—) aussieht. Die beiden Grenzwerte

bezeichnen wir mit ¢ (q) bzw. ¥_(q) (fir 0 < ¢ < a). Fiir die holomorphe Funktion k& haben wir

h%li k(g £ie) = ™2 /2m(E — V(q))/h = T2k, (q) (0<qg<a)

Im Fall der Stammfunktion [ k(¢')d¢’ im Exponenten kommt es wegen der Préasenz des Differ-

entials dq’ zu einem zusitzlichen Faktor e*'™ (bei Umkehr der Integrationsrichtung). So erhalten
wir
im/4 a
wi(q) _ BeT / exp (_ eigm/Q/ k+(q’)dq’> _ B ej:ifqa ]ng(q/)dq/:FiTr/ﬁl'
ki (q) g k1 (q)
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Wir sehen, dass v, die Losung mit negativem Strom ist (die Phase nimmt mit wachsendem ¢
ab) und v_ die mit positivem. Man beachte vor allem die Phasenverschiebung von +m/4 —
(—m/4) = 7/2 zwischen den beiden Losungen. (Hieraus resultiert die allgemeine WKB-Regel
einer Phasenverschiebung von 7/2 fiir Umkehrpunkte vom vorliegenden Typ.)

Um zur stromfreien stationaren Losung zu gelangen, ist das arithmetische Mittel zu bilden:

B “ n o, 7
(@ +v-@)2 =] = P cos([hatwrar =)

Die Integrationskonstanten A und B und der Energiewert lassen sich jetzt durch Vergleich mit
Y1(q) (siehe oben) bestimmen. Im vorliegenden Fall erreichen wir das Ziel aber noch schneller,
indem wir direkt verlangen, dass die analytisch fortgesetzte Losung @Dn(q)}q@ an der Potential-

mauer ¢ = 0 verschwindet. Das passiert genau dann, wenn die Nullstellenmenge 7(Z + 1/2) des

Kosinus getroffen wird, also fiir

/Oa ko (q) dg — % e n(Z+1/2).

Folglich lautet die WKB-Quantisierungsregel im vorliegenden Fall

%/O V2m(E, —V(q)dg—n/d=n(n+1/2) (n=0,1,2,...).

Aufgabe. Zeige, dass diese Quantisierungsregel alle ungeraden Energieniveaus (also: 1. Anre-
gung, 3. Anregung, usw.) des harmonischen Oszillators ohne Fehler (!) vorhersagt. (Hinweis: die
Wellenfunktionen aller ungeraden Oszillator-Niveaus verschwinden im Potentialminimum. Daher
kann man in diesem Fall ohne Anderung eine unendlich hohe Potentialwand erfinden und das

Problem auf den hier betrachteten Aufgabentyp abbilden.)

6 Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld

6.1 Eichtransformationen

6.1.1 Klassische Mechanik

Die Lagrangefunktion fiir ein Teilchen mit Masse m und Ladung e im elektromagnetischen Feld

lautet
Lz%ﬁz—i—eg-ﬁ—egﬁ (7 = 2),

wobei ff, ¢ ein Satz von Potentialen fiir die physikalischen Feldstarken B , E sind:

Die Potentiale sind nicht eindeutig bestimmt: mit ff, ¢ sind fiir irgendeine differenzierbare Funk-

tion y : R3 x R — R in Raum und Zeit auch

A = A+ grady, ¢/:¢_%’
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Potentiale zu B, E. Der Ubergang von A, ¢ zu A, ¢' heiBt Eichtransformation. Dabei ndert
sich die Lagrangefunktion um eine totale Zeitableitung, also Differentiation langs einer Kurve
t— (Z(t),1):

/ — 0 dX
L— L :L—i-egradx-v—i—eE—L—l—eE.
Da die Bewegungsgleichungen
d 0L 0L
dtdi; — O
der Lagrange-Mechanik aus dem Euler-Lagrange Variationsprinzip 6 [ Ldt = 0 mit den Randbe-

(1=123)

dingungen 6x;(0) = 0 = dz;(T") folgen, bleiben sie unter einer Eichtransformation L — L+edy/dt

ungeandert. Tatsachlich werden sie allein durch die eichinvarianten Feldstarken ausgedriickt:
mv =e(E + ¥ x B).
Wir gehen jetzt zur Hamiltonschen Formulierung iiber. Der kanonische Impuls p ist wie immer

die partielle Ableitung der Lagrangefunktion nach der Geschwindigkeit:

0L
=55 —mv+eA

und die Hamiltonfunktion gewinnen wir per Legendre-Transformation:

@1

1
H:ﬁ-U—L:—U +ep=— —eff)Q—i-egzﬁ.
m

2
Das resultierende Verhalten von Impuls und Energie unter Eichtransformationen ist wie folgt:
0
P p = p+ egrady, H&—)H’:H—ea—>§

Die 1-Form n = > p;dz; — Hdt (auch bekannt als die Integralinvariante von Poincaré-Cartan)

andert sich unter Eichtransformationen lediglich um ein totales Differential:

Ox
nen —n+e(zaxd +Edt> =n+edy.

Vor dem Hintergrund des Hamiltonschen Prinzips (der kleinsten Wirkung) ist deshalb klar, dass

die kanonischen Bewegungsgleichungen

soH . om
78]5»7 pi 857

—

unter Fichtransformationen invariant sind. (Das ist aus der direkten Betrachtung insofern nicht

ganz offensichtlich, als die Gleichung p= —9H /0% durch eichabhédngige GroBlen ausgedriickt ist!)
Wichtig fiir den Ubergang zur Quantenmechanik ist:
mechanischer Impuls mv # kanonischer Impuls p'.
Die Poisson-Klammer des klassischen Phasenraums folgt wie immer aus der symplektischen Form
d (ij dxj) = Z dp; Ndx; mit p; = S—L = muv; + eA;
j j i
dem kanonischen Impuls. Nach der invarianten Vorschrift von Kapitel 2 haben wir beim Ubergang

zur Wellenmechanik den kanonischen Impuls p; (nicht den mechanischen Impuls muv;) durch

—ih0/0x; zu ersetzen.
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6.1.2 Quantenmechanik

Aus dem abstrakten Gesetz ih2 |v)) = H(Z,p)[¢) bekommen wir wie iiblich durch die Ersetzungen
Z; — x; und p; — —ihd/dz; in der Hamiltonfunktion H = (5 — eA)2/2m + e¢ die Schrédinger-
Gleichung der Wellenmechanik:

L0
1h§1/1(x, t)

Damit die Schrodinger-Gleichung (als das dynamische Gesetz der Wellenmechanik) unter Eich-
transformationen A — A + grady, ¢ — ¢ — Ox /0t ihre Form beibehélt, benotigen wir offenbar
h 0 h 0 ox . 0 . 0 195%
h— h— —e—.
~ T, Mo T e T

Um dieses gewiinschte Verhalten zu erzielen, postuliert man fiir die Wellenfunktion eines Teilchens

i0x; i0x;

der Ladung e das folgende Verhalten unter [Eichtransformationen:
V(T 1) — (T, 1) = XED/ (7 1),

In der Tat sieht man sofort, dass die Schrodinger-Gleichung fiir ff, ¢; 1 mit der so gewahlten
Eichtransformation in die (formgleiche) Schrédinger-Gleichung fiir A, ¢/ 1) iibergeht.

Die Eichabhéngigkeit des kanonischen Impulses p = mv + eA in der klassischen Mechanik
spiegelt sich quantenmechanisch darin wieder, dass sein Erwartungswert nicht wohldefiniert ist.
(Gleiches gilt tibrigens fiir die Energie, was wir allerdings solange ignorieren diirfen, wie wir von
zeitabhéngigen Eichtransformationen absehen.) Physikalisch sinnvoll ist der Erwartungswert des

mechanischen Impulses:

- ~ - (h 0
(wlmlo) = ety = [ @n b (5= eas) v
J

Unverandert bleibt im elektromagnetischen Feld der Ausdruck fiir die elektrische Ladungsdichte:
p(@,t) = e [V (@ D).
Der Ausdruck fiir die elektrische Stromdichte j (siche Abschnitt 2.2) &ndert sich zu
- h . e -
7=LImey <grad . fA) b .
m h
Aufgabe. Deduziere aus der Schrodinger-Gleichung die Giiltigkeit der Kontinuitéatsgleichung

o+ divy = 0.

6.2 Homogenes Magnetfeld: Landau-Niveaus

Wir behandeln hier den Fall eines quantenmechanisches Teilchen der Masse m und Ladung e in
der Euklidischen Ebene R? (mit kartesischen Koordinaten x,y) in Anwesenheit eines homogenen
senkrechten Magnetfelds B = Bye, (eigentlich B = Byda Ady) und ohne elektrisches Feld (E = 0).
Ziel ist die Berechnung der stationaren Zustande und entsprechenden Energieniveaus durch Losen
der Eigenwertgleichung H |ty = Al). Wir fithren die Rechnung zweimal durch, und zwar in zwei

verschiedenen Eichungen.
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6.2.1 Landau-Eichung

Wir wéhlen A = Byzdy (1-Form), also A, = A, = 0, A, = By, oder A= Boyxe, (Vektorfeld).
AuBerdem ist ¢ = 0. Die Hamiltonfunktion h = (5 — eA)2/2m gibt dann den Hamiltonoperator

1 (ho\° 1 (ho ?
H=—|+-= — | ~=— —eB :
2m(i§x> +Zm(iﬁy c Ox)

Zur Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung Hvy = A machen wir fiir die Wellenfunk-
tion den Ansatz ¥(x,y) = e*p(z). Fiir ¢ folgt dann die reduzierte Gleichung

h? 0? 1
(—%% + %(hk — eBoI)2> o) = Ap(z).

Mit den Abkiirzungen w := eBy/m (fir die Frequenz der klassischen Zyklotronbewegung) und

xo := hk/mw bekommen wir die vereinfachte Gleichung

2mda? " 2

(~gs o+ o — ) o) = Aol

Diese Gleichung und ihre Losungstheorie sind uns wohlbekannt: es handelt sich um den (im Ort
um z, translatierten) eindimensionalen harmonischen Oszillator. Wir erinnern an das zugehorige

Energiespektrum und die Eigenfunktionen (n =0,1,2,...):

Ao =ho(n+1/2),  gole) oc e @20 20 [ (12— 20) /)

mit ¢ = \/h/mw = \/h/eB, . Insgesamt haben wir also die folgenden Energieniveaus und Wellen-

funktionen stationarer Zustande:

A =hwn+1/2) (n=0,1,2,...; keR),
Yo oiky e—(x—wo)2/2z2Hn<(x _ :BO)/E>.

Da der Parameter k beliebig (reell) gewahlt werden kann, ist jedes Energieniveau A, unendlich-
fach entartet. Die Energie \,, = hw(n+1/2) heifit das n-te Landau-Niveau. Die Zahl xy = zo(k) =
(*k ist der Erwartungswert der z-Komponente des Ortes: (¢, k|Z|tnk) = xo(k).

™ N |‘1‘n,k("r?)‘2

>§

W
=<

AN >< x¢('h‘ = t"‘l
y,
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Wir stellen die Wichtigsten_des Problems zusammen:

e Der Energieabstand zwischen den Landau-Niveaus betragt AE = hw mit w = eBy/m der
Zyklotronfrequenz (T = 27 /w ist die Periodendauer der klassischen Zyklotronbewegung).
Der Energieabstand wéchst also linear mit der Starke des Magnetfelds. Vermoge hw = kgT
entspricht er fiir By = 1 Tesla einer Temperatur 7" von ca. 1 Kelvin. (Diese Gré8enordnung

ist wichtig fiir die experimentelle Beobachtung des sog. Quanten-Halleffektes.)

e Die Ladungsdichte der stationaren Zustande im n-ten Landau-Niveau und in der hier ver-
wendeten Landau-Eichung sind zur y-Achse parallele “Streifen” mit Mittellinie z = x(k)
und Breite (7 — 10)%)/? = ¢y/n+1/2. Die charakteristische Linge ¢ = +/h/eBy heifit
die magnetische Lange. Man rechnet leicht nach, dass ¢ mit dem Radius einer klassischen

Zyklotronbahn der kinetischen Energie 3hw zusammenfallt (also 1fiw = Zw?(?).

e Die Zustinde mit Wellenfunktion 1,5, tragen (trotz des Faktors e'*¥) keinen Gesamtstrom.

Das andert sich, sobald ein elektrisches Feld angelegt wird.
- Verifiziere fiir die elektrische Stromdichte j im Zustand mit Wellenfunktion Yor(x,y) =
(/7)1 2eiwou/C—(w=w0)?/26% "y — 2] das Ergebnis

ew

Jo =0, Jy = T e TN (@ —ap) /0. O

Ubrigens liegen die Wellenfunktionen 4, x(z,%) nicht im Hilbertraum L?(R?), d.h. sie sind
(wegen [, [e*¥|2dy = cc) nicht quadratintegrabel. Dieser Makel laBt sich durch die Anderung der
Eichung leicht beseitigen (siehe den néchsten Unterabschnitt).

6.2.2 Symmetrische Eichung

Wir treffen jetzt eine_fﬁr das magnetische Vektorpotential:
1 - 1
A= §B0(:vdy —ydx) oder A= éBo(a:ey — Yyey).

Das Eigenwertproblem der stationaren Schrodinger-Gleichung lautet dann

1 (o 1 > 1 (ho 1 2
Mp(z,y) = (ﬁ (T% + §eBoy) + o (Ta_y - 563096) ) P(z,y)

n: o/ o* 02 e?B2. , ., heBy[ O 0
= (‘% (axz * ayz) e @) T (””a—y‘ya))@”@’y)-

Man beachte die Invarianz von A beziiglich Rotationen in der Ebene R? (mit Fixpunkt z = y = 0)

und die resultierende Rotationssymmetrie des Hamiltonoperators.
Es ist nun zweckmafBig, zu_ Koordinaten iiberzugehen:

v sl O _1(0 0N 8 _1(0 0
FEETH 2 mEm W 579\ ay) 9z 2\ax oy )
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In diesen Koordinaten nimmt das Eigenwertproblem die folgende Form an:

he [ L 2 0 0 N ]
7(—46 azaz—i-w— a—l—Z% lp(Z,Z)—)\w(Z,Z).

Das Problem lasst sich weiter vereinfachen, indem man die folgenden Operatoren einfiihrt:

b:f(eﬁ i), bT:\f(zﬁ 3),

0z 0z
0 z 0 z
pu— — — T p— — E—
a \/5(58 412) a \/5( (ot )
Sie geniigen den Vertauschungsrelationen
la,a"l = ,0"1 =1, [a,b] = [, 0] = [a,b"] = [b,a] = 0.

Die Operatoren a,a’ und b, b' bilden also zwei unabhingige Sitze von Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren fiir Oszillatorquanten. Wie man leicht nachrechnet, wird der Hamiltonoperator

allein durch das b-System ausgedriickt:

H = hw(b'b+1/2).

Jetzt gehen wir wie bei der_des harmonischen Oszillators vor. Wir

definieren einen abstrakten Zustandsvektor |O) durch
al0) =b|0) =0.
Die Wellenfunktion zu diesem Zustandsvektor ist

. - |27
Yo(z,2) = (2n0*) Y2 exp ( 402 )
mit Normierung
(0]0) = / o (2, 2)[2dRe(z) dim(z) = (2(%)~" / e~ T2 g g
C ]R2

Die abstrakten Zustandsvektoren

Ea

oy = @O0 o 012, )

VE! /nl

bilden dann ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren des Hamiltonoperators mit Eigenwerten

Aem = hw(n + 1/2).

Die Zustandsvektoren mit festem n (und variablem k£ = 0,1,2,...) spannen das n-te Landau-
Niveau auf. Die Wellenfunktionen der Zusténde im niedrigsten Landau-Niveau (n = 0) haben

eine besonders einfache Form:

k k
wk,nzou,z):f—Q( . )%( 2) = CLOO oiPia o st
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Sie sind also Produkte aus dem Gauss-Faktor e 1?*/4* und einer holomorphen Funktion f(z) =
>, cxz®. Die Ladungsdichte p fiir den n = 0 Zustand mit Quantenzahl k ist radialsymmetrisch,
genauer gesagt ringformig, p o r2ke=*/2C it Mittellinie r = |z| = ¢v/2k und Ringbreite ~ /.

- Berechne die elektrische Stromdichte fiir den Zustand mit Wellenfunktion ;¢ im

niedrigsten Landau-Niveau.

-(mittels Differentialformen). Allgemeine Formel fiir die elektrische Stromdichte:
A _
Jj= o Im P(d —ieA/h)yY (xdx = dy, *dy = —dz).
m
Symmetrische Eichung:
BO BO _ _ . . — — 2
A= T(xdy — ydx) = E(zdz — 2dz) und somit —ieA/h = (zdz — zdz) /4L
Rechnung fiir ¢ = 94 o:
PEls [vP zdz

WE B 2 _ 2 (0%  zaz
P(d —ieA/h)Y = || ( e +k— ) + — E (2dz — Zdz) = || <k‘ . %2) :
Ausdruck fiir die Stromdichte (mit Polarkoordinaten z = rel?): A
. eh o (,dz  Zdz
J—E*Im'@”' <’€?—272>
r2df
— 2 _
= o (rao - )
2
_eh o, dr  ridr
N m|w| (k r 202 >

eh 9
= — . O
5 41V

-(Wechsel der Eichung). Die symmetrische Eichung A’ = 1 By(zdy — ydx) resultiert aus der
Landau-Eichung A = Byzdy vermoge der Eichtransformation A’ = A+ dx (oder A=A+ grady)
mit y = —%Boxy. Nach der allgemeinen Vorschrift von Abschnitt 6.1.2 gilt demnach

. . )
¢ = wLandau — ¢Symm = ’lp, = elex/h¢ —e izy/2¢ ¢ ‘

Fiir eine Wellenfunktion 1 oc e*0¥/ = (w=w0)?/26% jpy) niedrigsten Landau-Niveau der Landau-Eichung

entsteht nach kurzer Rechnung

2
_ . e _ Loz 2
) o e iwy/20 giwoy /B —(z—x0)?/2* _  _ onet w e IF/AE o (202 2 )
V= Pl ~ 1

Wie erwartet erhalten wir fiir ¢ das Produkt von e~ *I*/4¢* mit einer holomorphen Funktion f(z) =
et02/E =224 4150 ein Ergebnis von der allgemeinen Form der Wellenfunktionen im niedrigsten
Landau-Niveau der symmetrischen Eichung. Durch Potenzreihenentwicklung f(z) = >, czz*
lasst sich ermitteln, wie man die “streifenformigen” n = 0 Zustinde der Landau-Eichung durch

Linearkombination der “ringférmigen” n = 0 Zustande der symmetrischen Eichung bekommt.
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6.3 Aharonov-Bohm Effekt

Wir betrachten nochmal die gleiche experimentelle Situation wie in Abschnitt 5.4, jetzt aber unter

Berg
s P // / //
Elektronen in einer Grenzschicht
zwischen Isolator und Halbleiter Tal B(c;
[
=0
Elektronen- o
quelle ° D
E(’J
_ ct
B=0 Detektor-
/’/_\ SChirm

Berg

In dem den Elektronen zuganglichen Gebiet D sei das Magnetfeld iiberall Null; nur im zentralen
Potentialberg, wohin die Elektronen nicht gelangen konnen, sei es von Null verschieden.

Ohne am Wesen der Situation etwas zu éndern, diirfen wir annehmen, dass das Experiment
in semiklassischer Naherung analysiert werden kann. Wie angedeutet sollen zum van-Vleck-

Propagator wieder zwei klassische Pfade fyéll ) und 7(512 ) beitragen. Ohne Magnetfeld hatten wir

P92 \V? i
Zk = Det (27rh (9xf6xz) P (ﬁs(xf’x“ T>>

siche Abschnitt 5.4. Was passiert nun in Anwesenheit eines Magnetfelds?

k
= 7(1)

Da das Magnetfeld im Bereich der klassischen Bahnen %(11 R el)) verschwindet, bleiben diese

/A—/ A:j[A://B:gb;AO,
7 % o5 S

daher kann A trotz B|p = 0 nicht iiberall auf 'yc(ll ) und 7512 ) zu Null geeicht werden. Folglich

unverandert. Jedoch ist

entstehen in Anwesenheit des Magnetfelds Zusatzterme im Wirkungsfunktional:

T
S:/(ﬁ-dcj—Hdt):/Ldt:S|A0+e/ E-fdtzs\A0+e/A.

Der korrigierte Propagator

ie ie
K(Zs,2;;T) =7 — A Z — A
(Zy, 75 T) 1€XP<h/7<1) >+ 2€Xp<h/7£12) )

cl
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liefert dann folgende Intensitét fiir die Elektronenwelle im Beobachtungspunkt :

ie ie
Zl + ZQ exp (E /7(2) A — E ’y<1> A)

2

’K<ffufuT)’2: :|Zl+de_ie¢/h2

cl cl

oder
|K(27,2:T)|" = | Z1 + | Zo|* + 2Re (21 Z5 &9/ .

Die Quantentheorie macht also die Vorhersage (Ehrenberg & Siday, 1949; Aharonov & Bohm,
1959), dass die Intensitdt der auftreffenden Elektronen vom magnetischen Fluss ¢ abhéngt, und
zwar in periodischer Weise mit Periode ¢g := 27h/e = h/e (dem sog. magnetischen Flussquant).
Genau das wird experimentell auch beobachtet (erstmals von Chambers, 1960). Aus der Sicht der
klassischen Physik ist dieses Ergebnis insofern ratselhaft, als die Elektronen in den B-Feldbereich

nicht vordringen und also die Kraftwirkung der magnetischen Feldstérke gar nicht erfahren konnen!

Hinweis. In einem Appendix zu dieser Vorlesung werden wir eine detaillierte mathematische
Beschreibung der vorliegenden Situation geben. Hier, im Hauptteil der Vorlesung, kénnen wir nur

die zentralen Schlagworter ansprechen:

Deutung. Aus der Vorhersage und experimentellen Verifikation des Aharonov-Bohm-Effekts
(wie auch aus zahlreichen anderen Phanomenen) folgt zwingend der Schluss, dass das magneti-
sche Vektorpotential A in der Quantenmechanik (anders als in der klassischen Mechanik) eine
gewisse physikalische Realitat hat. Bei sorgfaltiger Betrachtung erkennt man, dass diese Realitéat

in einer eichinvarianten Version A des (eichabhéngigen) Vektorpotentials A steckt. Mathematisch

gesprochen ist A ein Zusammenhang auf einem U(1)-Hauptfaserbiindel iiber dem Ortsraum D.

Als solcher bestimmt A eine kovarianten Ableitung V, die nach Wahl einer Eichung durch
V=d—ieA/h

ausgedriickt wird. Wie A existiert diese kovariante Ableitung V als eichinvariantes Objekt. Um

das einzusehen und deutlich sichtbar zu machen, muss man aber die Vorstellung aufgeben, dass
die Wellenfunktionen der Quantenmechanik komplexwertige Funktionen sind; tatsiachlich sind
sie Schnitte eines komplexen Linienbiindels. (Ubrigens ist die Biindel-Sichtweise mathematisch
unumganglich, wenn die Quantentheorie in Anwesenheit magnetischer Monopole formuliert werden
soll.) Die Besonderheit beim Aharonov-Bohm-Effekt besteht darin, dass der Zusammenhang A
zwar flach ist (und somit die kovariante Ableitung V verschwindende Kriitmmung VAV hat), aber
dennoch nicht-trivial ist. Die Moglichkeit fiir “flach, aber dennoch nicht-trivial” wird dadurch
geschaffen, dass der den Elektronen zugingliche Ortsraum D C R3 im Aharonov-Bohm-Effekt

nicht einfach zusammenhéngend ist. (Die sog. Fundamentalgruppe 7 (D) ist nicht-trivial.)
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7 Teilchen im Zentralpotential

Thema dieses Kapitels ist das Zweikorperproblem mit Zentralkraften. Dabei haben wir insbeson-
dere die quantenmechanische Behandlung des Wasserstoffatoms im Auge. Als wichtige technische
Voraussetzung bendtigen wir ein Verstandnis der Konsequenzen von Drehsymmetrie in der Quan-
tenmechanik.

7.1 Kanonische Transformationen & unitare Operatoren

Unter einer kanonischen Transformation des klassischen Phasenraums M mit symplektischer Form
w = dpAdq (oder kanonischen Koordinaten ¢, p) versteht man eine Abbildung f : M — M, welche

w ungeandert lasst:

ffw=f"(dpAdg):=d(po f)Nd(go f) =w.

Beim Ubergang zur Quantentheorie mit Hilbertraum # werden kanonische Transformationen zu

Operatoren U : ‘H — H mit der Eigenschaft der Unitaritét, also
({Up|Ugp) = (bl -
Die heuristische Begrindung hierzu lautet wie folgt.

1. Kanonische Transformationen f erhalten die Poissonklammer:
{a.p} o f={qo fpo [}

2. Die Poissonklammer bestimmt den Kommutator (siche Bemerkung 2 von Abschnitt 2.1):
@.5] = ih{q.p} + O(?).

3. Der Kommutator ist invariant unter Ahnlichkeitstransformationen § — UqU ™!, p+ UpU L.

4. Die Operatoren g, p bleiben selbstadjungiert, falls UT = U~!. (Ende Heuristik.)

Wir geben jetzt einige wichtige Beispiele fiir kanonische Transformationen und die entsprechenden

Operatoren in der Quantentheorie.

e Translationen im Ortsraum, q o f; = q 4+ vt, p o f; = p, sind kanonische Transformationen.

In der Quantenmechanik werden sie durch

TN
)= (o)
unitar dargestellt.

e Translationen im Impulsraum, qo g; = ¢, po g; = p + Kt sind ebenfalls kanonisch. Ihre

quantenmechanische Darstellung ist

U(g:) = exp (—F%Kt qA) :
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Diese beiden Beispiele (Orts- und Impulstranslationen) kennen wir eigentlich schon, denn
sie sind spezielle Elemente der Heisenberg-Gruppe, von der wir aus Abschnitt 4.2 wissen,

dass (und wie) sie durch unitéire Operatoren dargestellt wird.

e Die kanonische Transformation g o P = —q, po P = —p der Raumspiegelung wird quan-
tenmechanisch durch einen unitaren Operator P dargestellt. In der Wellenmechanik hat

man

e Unten werden wir ausfiihrlich beschreiben, wie Drehungen, also Elemente der Drehgruppe

SO(3), in der Quantenmechanik als unitire Operatoren wirken.

Warnung 1. Die klassische Operation T' der Zeitumkehr, also qo T = q, po T = —p, ist nicht
kanonisch, denn T*(dp A dq) = d(poT) ANd(qoT) = —dp A dg. In der Quantenmechanik wird
Zeitumkehr durch einen Operator T: H—>H dargestellt, der komplex anti-linear und anti-unitar

wirkt, d.h. fir a,b € C und |¢), |¢) € H gilt

T(aly)+ble)) =aTlw) +bT16),  (¥lo) = (T¢|Te).

In der Wellenmechanik fiir spinlose Teilchen ist 7' einfach komplexe Konjugation: (7%)(q) = 1(q).

Warnung 2. Bekanntlich bilden die Raumzeit-Symmetrien autonomer nichtrelativistischer Sys-
teme eine Gruppe, die sog. Galilei-Gruppe. Diese Gruppe (genauer: ihr zusammenhingender
Teil Go) wird von Drehungen und Translationen in Ort und Impuls erzeugt. Fiir jedes Paar von

Galilei-Transformationen gy, go € Gy gilt

U(g192) = U(g1)U(g2)-

In diesem Fall ist die Operation der Quantisierung U : Gy — U(H) also eine Darstellung oder,
anders ausgedriickt, ein Gruppen-Homomorphismus.

Nun bilden auch die kanonischen Transformationen des klassischen Phasenraums M eine
Gruppe, Symp(M). Diese Gruppe ist unendlich-dimensional, also sehr viel groer als Go. Worauf
hier hingewiesen werden soll, ist, dass die Quantisierungsabbildung U : Symp(M) — U(H) kein
Homomorphismus ist (und auch keiner sein kann). Sei zum Beispiel ¢* der Phasenfluss eines au-
tonomen Hamiltonschen Systems. Dann ist im allgemeinen U(¢® o ¢') # U(¢*)U(¢"), es ist also
nicht moglich, den quantenmechanischen Zeitentwicklungsoperator zu berechnen, indem man den

die Quantisierungsabbildung auf den klassischen Phasenfluss anwendet.

7.2 Reduktion durch Symmetrien

Das Noether-Theorem der Hamiltonschen Mechanik besagt, dass es zu jeder Einparameter-Gruppe
von Symmetrie-Transformationen ein Integral der Bewegung (also einen Erhaltungssatz) gibt und
umgekehrt. Daher lasst sich in Anwesenheit von Symmetrien die Losung klassischer Probleme ver-

einfachen, indem man die Giiltigkeit von Erhaltungssétzen ausnutzt. In diesem Abschnitt wollen
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wir lernen, welcher Nutzen aus der Existenz von Symmetrien (insbesondere von Drehinvarianz)
fiir die Losung der Schrédinger-Gleichung der Quantenmechanik gezogen werden kann.

Wir erinnern vorab daran, dass in Abschnitt 4.2 erkliart wurde, was unter einer irreduziblen
G-Darstellung zu verstehen ist. Wir wissen auch schon, was es bedeutet, dass zwei Darstellungen
zueinander dquivalent sind. Die Aquivalenzklasse aller dquivalenten Darstellungen heifit eine Iso-
morphieklasse. Fiir die folgende Aussage legen wir die Darstellung U einer Gruppe G auf einem

Hilbertraum H zugrunde.

Satz. [st G kompakt und die Darstellung von G auf H unitéar, so lasst sich H vollstandig in

orthogonale G-irreduzible Teilraume zerlegen:

H = @ V) (orthogonale Summe).
A

Bemerkung. Fiir jedes Gruppenelement g € G und jeden Summanden V), gilt also U(g)V) = V),

und V) enthélt keine eigentlichen G-invarianten Unterrdume (4> Irreduzibilitét).

Beispiel 1. Wir betrachten die Gruppe G = SO(2), also Drehungen der Euklidischen Ebene, und
beziehen uns auf das Beispiel von Abschnitt 4.2. Dort wurde bereits festgestellt, dass fiir jede

ganze Zahl m € 7Z die Abbildung
D,, : SO(2) — U(1) c GL(C), g% e

eine irreduzible (unitdre) Darstellung von SO(2) ist. Umgekehrt lasst sich zeigen, dass jede irre-
duzible Darstellung von SO(2) dquivalent zu einer dieser Darstellungen ist. Die Isomorphieklassen
irreduzibler Darstellungen von SO(2) stehen also in Bijektion zu Z.

Nun betrachten wir den Hilbertraum H = L?(S!) der quadrat-integrablen Funktionen auf
dem Einheitskreis (oder dem Intervall [0, 2] mit periodischen Randbedingungen). Wir lassen die

kompakte Gruppe G = SO(2) auf H durch

(Ug"))(d) = f(¢—0)

wirken. Dies ist eine unitére reduzible Darstellung von SO(2). Sie enthélt fiir jedes m € Z den
eindimensionalen Teilraum

Vin = spang ((b > eimd’)

als SO(2)-irreduziblen Unterraum. Die vom obigen Satz behauptete Existenz einer vollstdndigen
orthogonalen Zerlegung in SO(2)-irreduzible Teilrdume ist hier nichts weiter als ein Ergebnis der

Theorie von Fourier-Reihen: jede Funktion f € L?(S!) lisst sich in eine Fourier-Reihe entwickeln:
f(¢) = Z Jm e,
meZ
Mit dem allgemeinen Begriff der Zerlegung von Raumen schreiben wir diesen Sachverhalt als
L*(S") = P V.-
mEZL
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Bemerkung. Dieses Beispiel ist insofern nicht reprasentativ, als jede irreduzible SO(2)-Darstellung
g% — €™ genau “einmal” in L?(S!) enhalten ist. Im allgemeinen Fall kann eine irreduzible G-

Darstellung gar nicht, einmal, mehrmals oder sogar unendlich oft in H enthalten sein. (Die

Vielfachheit des Enthaltenseins nennt man die Multiplizitdt.)

Beispiel 2. Seci G = Z, = {I, P} die Gruppe mit Relationen [? =, I[P = P[ = P und P? = I.

Diese Gruppe hat genau zwei inaquivalente irreduzible Darstellungen:

Zur Tlustration des obigen Satzes wihlen wir jetzt H als den Hilbertraum H = L?*(R) der quadrat-
integrablen Funktionen R 5 z — f(z) € C und betrachten die G-Darstellung

Fiir jede Orthonormalbasis {yo, ¢1,...,¢n, ...} von H gilt

H:évn, V, =Cep, .

n=0
Ist diese Basis so beschaffen, dass jede Basisfunktion entweder gerade oder ungerade ist, dann ist
diese Orthogonalzerlegung gleichzeitig eine Zerlegung in G-irreduzible Teilraume. Zum Beispiel
konnen wir {p,} als eine Basis von Oszillatoreigenfunktionen mit Energien F,, = hw(n + 1/2)

wahlen. Dann gilt
(U(P>§0n) (x) = QOn(_x) = (_1>n90n(x)a

also U(P)par = D1 (P)por und U(P)porr1 = D_(P)parr1. Anders gesagt trigt V,, = Cyp, die
triviale Darstellung D, fiir gerades n und die nicht-triviale Darstellung D_ fiir ungerades n. Beide

irreduziblen G-Darstellungen, D, und D_, kommen also in ‘H mit unendlicher Multiplizitat vor.

7.2.1 Tensorprodukt

Fir den Umgang mit Multiplizitdten ist der Begriff des Tensorprodukts hilfreich, wenn nicht
iiberhaupt notig. (ﬂbrigens spielt die Operation des Tensorprodukts eine fundamentale Rolle
in der Quantenmechanik zusammengesetzter Systeme, insbesondere von Mehrteilchensystemen.
Wenn wir diesen Begriff hier einfiithren, dann ist das also eine Investition, die sich sicherlich
auszahlen wird.) Der Kiirze halber geben wir eine eher informelle Definition des Tensorprodukts.

Fiir zwei Mengen V' und W kennt man das direkte Produkt V xW; das ist die Menge aller Paare
(v,w) mit v € V und w € W. Im Sonderfall, dass V und W Vektorraume iiber K sind (K = R, C),
hat man die Moglichkeit, V' x W so zu modifizieren und mit zusatzlicher Struktur auszustatten,
dass wieder ein Vektorraum iiber K, das sog. Tensorprodukt V@ W =V @k W, entsteht. Es ist so
gebaut, dass sich die Dimensionen multiplizieren: dim(V @ W) = (dimV')(dimW). Die Modifika-

tion gegeniiber dem direkten Produkt besteht darin, dass Skalare im Tensorprodukt verschoben
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werden konnen, also
z-(V@w) = (20)@w=vR (zw) (veV,weW, zeK).
Auflerdem ist das Tensorprodukt distributiv iiber der Vektoraddition:

(01 4+ v2) W =v; @ W+ Vg @ W,
V@ (W +we) =v@w; + VR ws.

_ Seien V, W Vektorrdume iiber K. Der Vektorraum Hom(V,W) aller K-linearen
Abbildungen L : V — W ist isomorph zu W ® V*, also dem Tensorprodukt von W mit dem
Dualraum V* (d.h. dem Vektorraum der K-linearen Abbildungen f: V — K). Ist {e;} eine Basis
von V und {f;} die zugehérige Dualbasis von V*, gilt also f;(e;) = 0,5, so wird der Isomorphismus

I: Hom(V, W) - W ® V* ausgedriickt durch

I(L) =) (Le)® fi.

1

Unter Physikern umschreibt man Hom(V, W) ~ W @ V* oft mit dem Spruch, dass jede Matrix als

Summe “dyadischer” Produkte von Spaltenvektoren mit Zeilenvektoren geschrieben werden kann.

Beispiel 2. Fiir zwei normierte Vektorriume V und W gilt LAV @ W) = LX(V) @ LX(W).
Insbesondere haben wir L?(R?) = L*(R) ® L*(R). Hiermit ist gesagt, dass jede quadrat-integrable

Funktion F auf R? als (unendliche) Doppelsumme
F(z,y) = Z Fij ai()B5(y)
,J

von quadrat-integrablen Funktionen a;(x) und §;(y) geschrieben werden kann. Sind {a;} und

{B;} Orthonormalbasen, so erhélt man die Entwicklungskoeffizienten F;; durch Integration:
Py = [ Flayai@)so)duds.
R

_ Fiir einen K-Vektorraum V sei W =V @V & ... @ V die direkte Summe von m
Kopien von V. Wir definieren eine lineare Abbildung [ : K™ ® V' — W durch

[((kl,kg,...,km)®v) =kivQ kv ®... 0k,

und Linearitat. Diese Abbildung I ist ein Isomorphismus. Folglich haben wir W ~ K™ @ V. [J

_auf Tensorprodukten. Zu jedem Vektorraum V' hat man den Vek-

torraum End(V') der linearen Abbildungen L : V — V. Da das Tensorprodukt V @ W zweier
Vektorraume V, W wieder ein Vektorraum ist, existiert auch End(V ® W). Dieser Vektorraum

kann wiederum als Tensorprodukt aufgefasst werden:
End(V @ W) ~ End(V) ® End(WV).

In der Tat existiert eine natiirliche Abbildung / : End(V) ® End(W) — End(V ® W) durch
I(A® B)(v®w) := (Av) ® (Bw).

Diese lineare Abbildung I ist injektiv (Beweis als Ubungsaufgabe). Wegen dim End(V ® W) =

(dimV)?(dimW)? = dim (End(V) ® End(W)) ist sie bijektiv und somit ein Isomorphismus.
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7.2.2 Zerlegung nach isotypischen Komponenten

Wir bringen jetzt den Satz iiber die Existenz einer orthogonalen Zerlegung H = @,V) nach G-
irreduziblen Teilraumen V), in eine verbesserte Form. Zu diesem Zweck stellen wir die orthogonale
Summe dergestalt um, dass wir alle irreduziblen Darstellungsraume V) derselben Isomorphieklasse
A (also alle Darstellungen, die zueinander dquivalent sind) mit einem reprasentativen Raum R,
identifizieren (ggfls. durch Verwendung von Aquivalenztra,nsformationen) und dann in einem Un-

terraum W, zusammenfassen:
Ry® R)\® ... d Ry (my Summanden) =: W), = C™ ® R,.

Wie schon gesagt nennt man die Zahl m, die Multiplizitdt der Darstellung A (genauer: der
Isomorphieklasse A von G-Darstellungen). Der Raum W), = C™ ® R, heifit die isotypische
Komponente in H zur Isomorphieklasse A der irreduziblen Darstellung R).

_ Wir greifen das Beispiel 2 von Abschnitt 7.2, namlich # = L*(R) und G = {I, P},

nochmals auf und schreiben die orthogonale Zerlegung jetzt in der Form

H=W,0W_, W.=DCpn, W-=DCoun.

n=0 n=0

Der Vektorraum W, (bzw. W_) ist die isotypische Komponente in H zur Isomorphieklasse der
G-Darstellung D (bzw. D_). Offensichtlich ist W, (bzw. W_) ganz einfach der Unterraum aller
geraden (bzw. ungeraden) Funktionen in L*(R). OJ

Mit der eingefiihrten Sprechweise konnen wir jetzt den obigen Satz verfeinern und genau auf

den Punkt bringen.
- Jede Darstellung U : G — U(H) einer kompakten Gruppe G lisst sich vollstandig nach

isotypischen Komponenten zerlegen:

H=Pwm =™ aR),

Ulg) =EPUN9), Unlg) =1m, ®Darlg) (9€G).

_ (i) Die Multiplizitaten m) sind moglicherweise unendlich. (ii) Nachdem wir alle

in W, enthaltenen Kopien von Darstellungen der Isomorphieklasse A in die reprasentative Stan-
dardform D, : G — U(R,) gebracht haben, wirkt U(g) auf Wy = C™ Q@ Ry = R\® R\ D ... D Ry
in der angegebenen simplen Weise, ndmlich durch 1,,, ® Dy(g) = Dx(g) ® Dir(g) & ... ® Da(g).
_ Wir variieren das Beispiel 1 von Abschnitt 7.2, indem wir den Hilbertraum L?(S?)
durch H = L*(R?) ersetzen und G = SO(2) auf H durch

(U(ge)f)(m,y) = f(xcosf —ysinf, xsin + y cos )

darstellen. Es geht also um die Wirkung der Drehgruppe SO(2) auf quadrat-integrable Funktionen
f(z,y) in der Euklidischen Ebene R?. Zur Zerlegung dieser SO(2)-Darstellung verwenden wir

28



Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢ und entwickeln in eine Fourier-Reihe:
flz,y) = f(rcos¢,rsing) = ZF )e™m?
meZ
In der allgemeinen Sprache des obigen Satzes lasst sich diese Fourier-Zerlegung wie folgt auffassen:

H=ILR) =P W, Wu=LRy) @Ry, Ry=Cfpn, fin=em

mEZ

Die isotypische Komponente W,, C H wird durch die Fourier-Komponenten F,(r)e™? aufge-
spannt. Jeder Raum W,, = L*(R,) ® R,, ~ L*(R,) ist unendlich-dimensional. Der Multi-
plizitatsraum L?(R,) (= “C™” mit my = oo) ist wegen dzdy = rdrd¢ mit dem Skalarprodukt

(FO, F@) :/ FO(r)FA(r)rdr
0

ausgestattet. Die SO(2)-Darstellung in Polarkoordinaten ist

(U( Z Fou( eim(6+0)

meZ

U(g%) wirkt also in W,, wie die Identitit auf den Faktor L*(R,) und wie D,,(¢?) = ™’ auf den
irreduziblen Faktor R,,:

=P U.(9). Unlg) =12 Dylg).

meZ
Die Zahl m hat die physikalische Bedeutung von Drehimpuls (gemessen in Einheiten von #).
7.2.3 Blockdiagonalisierung

Wir kommen jetzt zum eigentlichen Ziel unserer Anstrengungen, namlich der Tatsache, dass ein

Hamiltonoperator mit Symmetrien (vom hier betrachteten Typ) in Blocke zerfallt.

Satz. Die Darstellung U : G — U(H) einer kompakten Gruppe G sei wie zuvor durch

H=Pm =P eRr), Ulg=E (1 D)

A

nach isotypischen Komponenten zerlegt. Vertauscht in dieser Situation ein linearer Operator

L : H — H mit der G-Wirkung, gilt also
VgeG: Ulg)L=LU(g),
dann zerfallt L beziiglich der Zerlegung nach isotypischen Komponenten wie folgt:

L=@Ly, La=06®1pg,.
A

Bemerkung 1.| L zerfillt also erstens in Blécke (mit genau 1 Block pro isotypischer Komponente),

und zweitens wirkt L in jedem Teilraum Wy = C"™ ® R, wie ein Skalar auf dem rechten Faktor.
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_ Man erkennt sofort, dass die geforderte Vertauschungsrelation U(g)L = LU(g)

fiir Operatoren L von der behaupteten Form erfiillt ist:

U(g)L = @ (1em @ Da(9)) (r ® 1g,) = @ (4 ® Dalg))

A A

=P (6@ 18,) (1em @ Dalg)) = LU(g).

Um den Satz zu beweisen, hat man den Nachweis zu fiihren, dass die angegebene Blockform
von L nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die Vertauschungseigenschaft ist. Das
Hauptwerkzeug hierfiir ist das schon in Abschnitt 4.6 erwahnte Schur’sche Lemma.
_Wir planen natiirlich, die Aussage des Satzes auf den Fall eines Hamiltonoperators
L = H mit Symmetriegruppe G anzuwenden. In diesem Fall gibt es moglicherweise Probleme mit
dem Definitionsbereich von H. Diese lassen sich aber umgehen, indem man anstelle von H die
Familie der Zeitentwicklungsoperatoren exp(—itH /) betrachtet.

_ Wir betrachten ein weiteres Mal G = {I, P} und realisieren P als Spiegelung auf
H = L*(R). Die isotypischen Komponenten in H bzgl. G sind bekanntlich die Teilrdume W der
geraden bzw. ungeraden Funktionen: H = W, & W_. Fir jeden unter Spiegelung invarianten
Hamiltonoperator H = U(P)*lﬁ]U(P) gilt nun nach obigem Satz HW, C W, und HW_ C W_.
Der Hamiltonoperator zerfallt also in zwei Blocke, und es finden, wie man sagt, keine Ubergénge
zwischen Zusténden verschiedender Paritdt statt. Diese einfache Tatsache lédsst sich (auch ohne

den obigen Satz) direkt zeigen. Wir verwenden die Dirac-Notation und wéhlen

(i) € Wa, UP)|s) = £|y), (@< UP)" = £(vz].

Hiermit folgt sofort
(W |H ) = (0| UP) T HU(P)y) = —(0-|H [1py) = 0.

_ Wir greifen auch unser anderes Beispiel nochmals auf, namlich die Darstellung von
G = SO(2) auf H = L*(R?) durch Drehungen. Wir wissen schon H = @,,W,, mit m € Z der
Drehimpulsquantenzahl. Fiir |¢,,) € W,,, und ¢’ € SO(2) gilt

U(QG)Wm) = Dm(ge)W}m) = eimeh/}m)‘

Aus der Drehinvarianz von H, also H = U(g~)H U(g?), folgt:

(Ul H |[¥n) = (| U(g™")HU(¢)[t0)
2T d6

2 d6 N ~ |
:/0 gwmlU(g—@)HU(g@)lzm = <¢m|H|¢n>/o %e—l(m_n)gzo

falls m # n. Der Hamiltonoperator zerféllt also Blocke (1 Block fiir jeden Wert m € Z) und es
gibt, wie man sagt, keine Ubergange zwischen Sektoren mit verschiedenem Drehimpuls.

In der in diesem Kapitel entwickelten Sprache schreiben wir

H=@PH, Hp=hn@1lg, =hy,.

mEZ
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(Wegen R,, ~ C ist der rechte Faktor hier tiberfliissig.) Ein SO(2)-invarianter Hamiltonoperator
ist z.B.

~ h? 0? 0?
H=- VT2 1 1),
(6$2+8y2)+v( %+ y?)

2M

In Termen der Radialkoordinate r = /2?2 + y? sieht der Block h,, zur isotypischen Komponente
des Drehimpulses m wie folgt aus:
h? 10 a9 m?
Ry = —— o
2M

(Begriindung spéter.)

7.3 Darstellungen von SO(3)

Fiir zentralsymmetrische Systeme (wie z.B. dem Wasserstoffatom) ist die Drehgruppe G' = SO(3)
die Symmetriegruppe. Unser nachstes Ziel ist es deshalb, alle irreduziblen Darstellungen von
SO(3) aufzufinden und dann den Hilbertraum H = L*(R3) nach isotypischen Komponenten von
SO(3) (d.h. nach Drehimpuls-Sektoren) zu zerlegen.

Wir setzen hier als bekannt voraus (z.B. aus der klassischen Mechanik, insbesondere der The-
orie starrer Korper), dass jede eigentliche Drehung R € SO(3) im dreidimensionalen Euklidischen
(Vektor-)Raum eine lineare Abbildung R : R® — R3 ist, die durch die Angabe einer gerichteten
Drehachse (oder eines Einheitsvektors e) und einen Drehwinkel ¢ unter Zuhilfenahme des Vektor-
produkts (und somit der Rechte-Hand-Regel) bestimmt wird. Wir bezeichnen diese Drehung mit

R, , und definieren sie in Formeln durch
R.,v=c¢e(e,v)+ (v—-e(e,v))cosp+ (e x v)singp.

Hier steht x fiir das Vektorprodukt (eine dreidimensionale Besonderheit), und (-, -) fiir das Euk-

lidische Skalarprodukt. Die Operation v — e (e, v) ist die Orthogonalprojektion auf die Drehachse.

Definition. Unter einer “infinitesimalen” Drehung L. (besser: dem Generator L. von Drehungen

um die Drehachse e) verstehen wir die Ableitung

d
L. := o R,

©=0

Jedem Einheitsvektor e € R? wird somit eine lineare Abbildung £, : R3 — R3 zugeordnet.
Bemerkung. Differentialgeometrisch gesehen sind infinitesimale Drehungen Tangentialvektoren
der Mannigfaltigkeit SO(3) im neutralen Element (¢ = 0) der Gruppe.

Durch Differenzieren der obigen Formel fiir R, erhalt man
L.v=c¢€Xu.

Die Lie-Klammer zweier Generatoren erklart man als den “Grad von Nichtvertauschbarkeit” der

zugehorigen infinitesimalen Drehungen:
82

Lo, Ley| i= ———
[ ] 091092

-1 p-1
Re o Rey o R, R

e1,p17 "e2,p2
p1=p2=0
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Kurze Rechnung zeigt [Le,, Ley] = Lo, Ley — Le, Le, (es ist also stimmig, fir die Lie-Klammer das

gleiche Symbol wie fiir den Kommutator zu verwenden) und somit
[Le), L] v=1e1 X (e2 X v) — ey X (€1 X v).
Dies lasst sich weiter ausrechnen und vereinfachen:
(Lo, Le,] v =ex(er,v) —vieg, ea) —e{ea,v) +v{ea,e1) = —v X (e1 X e3) = (€1 X €3) X v.

Es gilt also [L.,, Lc,] = Le xe, . Fiir beliebige Vektoren u € R? setzen wir £, := |u|L, ), falls
|u| # 0, und £, = 0, falls |u| = 0. Wir haben dann

Low=uxv und [L, L] = Lyxv-
Die Generatoren L, bilden einen reellen Vektorraum vermoge
Lo+ Ly=Lyry, tL,=Ly (tER).

_ Der mit der Lie-Klammer [, -] ausgestattete Vektorraum von Generatoren L, fiir
u € R3 heifit die Lie-Algebra so(3) der Drehgruppe SO(3). Neben der Schiefsymmetrie

[Ew 'Cv] - _[»Cvu £u]
der Lie-Klammer gilt die sogenannte Jacobi-Identitdit (Verifikation durch Nachrechnen!)
[‘Cua [‘Cm ﬁw“ = [[£u> ‘Cv]a ‘Cw] + [‘Cva [‘Cua ‘Cw“

_ Uber die Bijektion u <+ £, ist s0(3) als Vektorraum isomorph zu R?. Wenn wir
R3 mit dem Vektorprodukt als Lie-Klammer ausstatten [und somit zu einer Lie-Algebra (R3, x)
machen|, dann ist die Abbildung u — £, wegen [L,,, L,] = L., sogar ein Isomorphismus von Lie-
Algebren. Die Jacobi-Identitit fiir die Lie-Algebra (R3, x) quantifiziert die Nicht-Assoziativitit
des Vektorprodukts:

uX (vXw)=(uxv)xXw+uvx(uxuw).

- Fiir eine rechtshandige Orthonormalbasis e, e,, e, von R?® schreiben wir verkiirzt
L,=L.,, L,=L.,, L. =L, und erhalten

L., L)) =L, (& zyklisch).

Sei nun H ein komplexer Vektorraum (evtl. ein komplexer Hilbertraum) und D : SO(3) —
GL(H) eine Darstellung der Drehgruppe auf 4. Wir bilden das Differential

d
D.(L.) := —7D(R,,
(£e) i= 55D (Bey) -
und setzen wieder linear fort: D.(L,) := |u| Di(Ly/u). Per Konstruktion ist dann D, automa-

tisch eine Darstellung der Lie-Algebra so(3), d.h. es gilt die Relation (die Herleitung aus der
Darstellungseigenschaft wird als Ubungsaufgabe empfohlen!)

D, ([‘Cua 'Cv]) = [D*('CU)a D*(‘Cv)] :

62



(Gleiches gilt iibrigens fiir Darstellungen jeder Lie-Gruppe und die zugehdrige Lie-Algebra.)
Jeder Darstellung D der Lie-Gruppe SO(3) ist also eine Darstellung D, der Lie-Algebra so(3)

zugeordnet. Wir kénnen daher nach Darstellungen von SO(3) suchen, indem wir zunéchst einmal

nach Darstellungen von so(3) suchen. Die zweite Aufgabe ist leichter als die erste, und sie hat die

folgende Losung. Wir betrachten Matrizen der Dimension (n + 1) x (n + 1):

n 0 0
0 n—2 0
~ 110 0 n—4
L’Z—Z ,
—n+2 0
0 -n
0 VvV1i-n 0
V1-n 0 2(n—1)
~ 1 0 V2(n—1) 0
,Cx—i ,
0 vn-1
vn-1 0
0 —iv1l-n 0
ivV1-n 0 —iy/2(n —1)
~ 1 0 i\/2(n —1) 0
‘Cy:—,
2i
0 —ivn-1

vn-1 0

Ohne Miihe rechnet man nach, dass sie fiir jedes n € NU {0} den Vertauschungsrelationen
(L., L,) = L. (& zyklisch)

geniigen, also die Lie-Algebra so(3) darstellen. (Natiirlich wird die Zuordnung Lj — Ly fiir
k = x,y, z wieder linear fortgesetzt durch Eu = uxfx + uyfy + uZEAZ fir u = uge, + uye, +uze,.)
Durch Inspektion der Matrizen Ei = Ex + iEy sieht man, dass keine nicht-trivialen invarianten
Teilrdume existieren. Die obigen Darstellungen sind also fiir jedes n € N U {0} irreduzibel.
Tatséchlich haben wir hiermit schon alle irreduziblen Darstellungen (bis auf Aquivalenz) von
$0(3) zur Hand (ohne Beweis).

Aufgabe. Zeige, dass sich die Matrizen Ez, Ey, EZ fiir n = 1 per unitarer Ahnlichkeitstransforma-

tion in die fundamentale 3 x 3 Form

0 -1 0 00 0 0 0 1
c.=|1 0 of, £,=(0o0 —=1], £,=[0 0 0],
0 0 0 01 0 ~10 0

bringen lassen. [
Jetzt schreiben wir £, = D™ (L,) und fragen, ob sich aus D" : s0(3) — End(C"™*) eine
Darstellung D™ : SO(3) — GL(C"') konstruieren lisst. Fiir den Fall von Drehungen um die

z-Achse sehen wir sofort, dass

. ine  —i(ne i
) = diag <e e em2(n 2“,...,6“"“")
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das vorgegebene Differential

£ = DO(L) = diag (—Ln.—Ltn—2)... +1
L, J(L) dlag( 2n, 2(71 ), ,~|—2n

hat. Bei Drehung um den Drehwinkel ¢ = 27 erhalten wir

DY (R.,)| =1L

=27

Nun ist aber R._ ,—2r = 1, und wir sehen, dass das Einselement in SO(3) nur fiir geradzahliges n
durch das Einselement in GL(C"*!) dargestellt wird. Ungeradzahlige n sind also fiir unsere Zwecke
unbrauchbar. (Trotzdem wird der Fall n = 1 in der Theorie des Elektronenspins auftauchen.)

Der Vergleich von

d d d
—D(R. ,) = D(R. / D(R.. ,)—D(R.. = D(R. ,)D.(L.
G D) = G5 PFens)| =Pl o D(Re)| = DR ID.AL)
mit
i A — i elete)A — ew‘li ¥’ A ePA A
dy dy’ o1=0 dy’ o1=0

fiihrt zur ndchsten Aussage.

Satz. Fir jeden Wert £ =0,1,2,... ist die Abbildung

DY =RO: SO(3) — GL(C**),
Rey v exp (9 DY (L0))

eine (2¢+1)-dimensionale, irreduzible, unitdre Darstellung der Drehgruppe SO(3). Jede irreduzible
Darstellung von SO(3) ist dquivalent zu einer der Darstellungen R (¢ =0,1,2,...).

Bemerkung. Dic Unitaritiit der Darstellung R folgt sofort aus (e?)f = A’ = e=4 fiir AT = —A4
und der Tatsache, dass die Matrizen Dg)([,u) schief-Hermitesch sind. [

Durch einfaches Nachrechnen verifiziert man (fir R = D,E%))

> RO(LL)? =—L(t+1)1.
k=z,y,z

Der strukturelle Beweis dieser Eigenschaft beginnt mit der Beobachtung dass C' := Y, £ (physika-

lisch gesprochen: das Quadrat des Drehimpulses; siehe unten) ein Skalar ist:

Cv = (Z Ei) v = Zek X (e X v) = Z (exer,v) — vieg, ex)) = —2u.

k k
Es folgt, dass C' = >, L3 mit jedem Generator L,, L,, L, vertauscht, was sich wegen der Darstel-
lungseigenschaft auf C©) =", R (Ly)? iibertrigt. Da die Darstellung RY irreduzibel ist, muss
C® ein Vielfaches der Identitiit sein (<— Schur’sches Lemma). Gréfien mit der Eigenschaft, dass
sie mit allen Generatoren einer Lie-Algebra g vertauschen, heiflen Casimir-Invarianten von g.
Mitteilung. Dass so(3) Darstellungen hat, die nicht zu Darstellungen von SO(3) integrieren
(gemeint sind die Darstellungen zu ungeradem n), hat letztlich einen topologischen Grund: SO(3)

ist nicht einfach zusammenhéngend, sondern hat Fundamentalgruppe m (SO(3)) = Z .

64



7.4 Zerlegung von L?*(R3)

SO(3) wirkt auf R* durch Drehungen v — gv (g € SO(3)). Eine unitire Darstellung auf L*(R?)

bekommen wir in der tiblichen Weise durch
(U(9)) (v) == (g v).

Aufgabe. Deduziere aus dieser Definition die Ausdriicke (in kartesischen Koordinaten z, y, 2)

UdL,) = y(% - x% (& zyklisch). O

Es besteht eine Beziehung zwischen den Generatoren U,(L.) von Drehungen und dem quan-
tenmechanischen Drehimpuls zur Drehachse e. In Analogie zum quantenmechanischen Impuls als
Generator von Translationen im Ortsraum (siehe Abschnitt 7.1) definiert man den Drehimpulsop-

erator Ze zur Drehachse e durch

U(Reut) = exp (—%wtfe> )

Hierbei hat ¢ die Bedeutung von Zeit und w ist die Rotationsfrequenz. Aus dem Vergleich dieser

Definition mit obigem Ausdruck fiir U,(L.) liest man ab:

L. =ihU,(L.).
Die Drehimpulsoperatoren Ze sind selbst-adjungiert, Zl = Ze, bzgl. des Hermiteschen Skalarpro-
dukts von L*(R?). Sie sind der quantenmechanische Ausdruck fiir den Drehimpuls als physikalische
Observable. Der Operator fiir das Quadrat des Drehimpulsvektors ist

o Li=—r* ) ULy

k=x,y,z k=x,y,z

Nach der Aussage des Satzes von Abschnitt 7.2.2 existiert eine Zerlegung von L*(R®) nach
isotypischen Komponenten bzgl. SO(3). Grob skizziert ergibt sich diese Zerlegung wie folgt.

i.- Wegen R?*\ {0} = R, xS? (— Einfiihrung von sphérischen Polarkoordinaten) und weil SO(3) auf
dem Radialraum R, trivial wirkt, spielt L?(S?) eine zentrale Rolle. Das Hermitesche Skalarpro-
dukt in L?(S?) ist
(1, 92) == /2 P11y dS2
S
mit dQ = sin 6 df d¢ der Raumwinkelform auf der 2-Sphire S2.

1i.- Sei P, der Vektorraum aller komplexwertigen homogenen Polynome vom Grad ¢ in den karte-
sischen Koordinaten x,y, 2. Durch Einschrankung des Definitionsbereichs konvertieren wir P, in
einen Vektorraum P, von Funktionen auf $2. Dieser Raum P, is ein SO(3)-invarianter Teilraum
von L2(5%). Allerdings ist P, im allgemeinen nicht SO(3)-irreduzibel; zum Beispiel enthélt P, den

eindimensionalen invarianten Teilraum C - (z? + y? + 2?%) | g2-

ii.- (“Orthogonalisierung”). Definiere V; durch Rekursion als jenen Teilraum von P,, der auf

ﬁg OPD... ]34_1 senkrecht steht (bzgl. des obigen Hermiteschen Skalarprodukts). Wegen der

65



Unitaritéit der Darstellung ist V; ein SO(3)-invarianter Teilraum von P,. Mit etwas Miihe zeigt
man: V; ist SO(3)-irreduzibel, hat die Dimension 2¢ + 1, und die Darstellung von SO(3) auf V;
ist Aquivalent zu der im Satz von Abschnitt 7.3 angegebenen Matrix-Darstellung R® : SO(3) —
U(C**1). Die ersten Réume dieser Sequenz sind (r = /22 + 32 + 22)

_ 2 1,2 .2 1.2
, Vg—span(c{xy,yz,zx,m—gr,y—gr} e

r=1 r=1

Vb = Spa’n((:{l}7 ‘/1 = spang {.T, Y, Z}

iv.- Die so konstruierten irreduziblen Darstellungsraume V, von SO(3) schopfen L?(S?) aus:
&
=0
Mittels Polarzerlegung R\ {0} = R, x S?, dx dy dz = rdrsin 0 df d¢, entsteht
LR =P (L*Ry) @ V).
=0
Hierbei ist L?*(Ry) der Hilbertraum der Radialfunktionen mit Skalarprodukt

(f1, f2) = /Ooomﬁ(r) r2dr .

Konkret haben wir damit folgendes Aussage: Ist Yy, : S? — C eine Basis von V; (durchlauft m
also 20 + 1 Werte, z.B. m = —¢,—( +1,...,¢ — 1,{), dann lisst sich ¢ € L*(R?) entwickeln:

W(x,y, 2 Zzlpgm ) Yim(Q)  (2=10,0).
=0 m=—¢

Die folgende [Ubersicht fasst die nach Anwendung des Satzes von Abschnitt 7.2.3 resultierende

Situation fiir drehinvariante Hamiltonoperatoren H zusammen:

L*(R?) = é (L*Ry) @ V),
Ulg) =P 1eRrRO(g),  ge500),
H= é (he®1).

~
Il

0

Es bleibt zu klaren, wie die Operatoren h, aussehen.

7.4.1 Laplace-Operator in spharischen Polarkoordinaten

Hier kiirzen wir unseren systematischen Aufbau stark ab und benutzen die bekannten Formeln fiir

den Gradienten

d— N 10 N 1 0
grad==ar ar %700 T “rsing )0,
und die Divergenz
- 10 1 0 1 0
divd = — — (r*A A —A
v r2 or (T T) rsin 0 00 (sin64,) + rsinf 0¢ ¢
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in sphéarischen Polarkoordinaten

r= \/m, 0 = arctan(\/2% +y%/z), ¢ = arctan(y/x).

Fiir den Laplace-Operator ergibt sich

A = di = 5501 2 ° ™96t 000
div o grad r2or | or * 2sin 000 Sme@@ * r2sin®  0¢?

Diesen Ausdruck organisieren wir am besten in der folgenden Weise:

10 ,0 1 19 9 1 &
“2or | or T_QASQ’ ASQ_SiHH%OSIHQ%—FSinQ@w'

_ In jedem SO(3)-irreduziblen Teilraum V, der Zerlegung L?(S?) = @2, V; ist Age
ein Vielfaches des Eins:

}vg -
_ Zeige, dass Ag2 auf L*(S?) wie die Casimir-Invariante

Ag =Y U(Ly)=C
k
wirkt und bentitze die obige Formel

C = 3" ROL,” =t +1)1y,

k=x,y,z
fir C' in der Darstellung RY auf V. O
_ Vp ist Eigenraum des Drehimpulsquadrats > Ei zum Eigenwert h20(¢ +1). O

Insgesamt kennen wir jetzt die Form des drehinvarianten Hamiltonoperators

~ K2 o
H=——A+V(r)= i?(hg ® 1y,)

in jedem Drehimpuls-Sektor (d.h. in jeder SO(3)-isotypischer Komponente):

B2 10 L0 (+1)
—%<T@°W+ = )*V@”)-

7.5 Teilchen im spharischen Kafig

hy

Wir suchen stationare Zustande zum Hamiltonoperator
~ h2
H=—A+YV
2m
im R? mit zentralsymmetrischem Potential (“sphérischer Kafig”)

V(T):{O r < R,

400 r > R.

Das unendliche hohe Potential zwingt die Wellenfunktion am Kafigrand zu Null:

@/J(x,y,z)}r:R:O.
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Innerhalb des Kafigs ist die Bewegung frei, und fiir eine feste Drehimpulsquantenzahl ¢ haben wir

2
hy — h ( 10 . 5 0 +£(£+1))

=5\ "3a,

(r < R).

re—
r2 Or or 72
Zu losen ist das Eigenwertproblem

K2 0 o
(_7125 o rza + ( rt 1)> fe(r) = Efi(r)

2m
mit der Randbedingung f,(r = R) = 0. Die Gesamtwellenfunktionen stationérer Zustande sind

natirlich
w(‘rv Y, Z) = fg(T’) Ykm(& ¢)

mit Yy, einem Satz von Basisfunktionen in Vj.

Aufgabe. Zeige die Relation
1o ,0 102
—— o rf— =
r2 or or  ror?
Im folgenden beschranken wir uns auf den einfachsten Fall: ¢ = 0, also Drehimpuls Null. Hier
fallt das sog. Zentrifugalpotential weg, und zu l6sen ist

5 - 32.° T2%f0(7’) = Efo(r).

2m r? Or

Durch simple Umformung (siehe Aufgabe) entsteht

_la_(rfo(r)) = 27;;2Ef0(7”) =: k> fo(r).

r Or?

Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet
7fo(r) = Asin(kr) + B cos(kr).

Weil die Regularitat der Losung fy im Ursprung B = 0 erfordert, reduziert sich der Ansatz zu

sin(kr)
—

f() (7" ) =A
Die Randbedingung fo(R) = 0 wird durch den diskreten Satz von Wellenzahlen

kn:%”, n=1,2,...
erfillt. Die normierten Wellenfunktionen hierzu sind
Von = (20R)"V? sin(nmr/R)

r

und fiir die Energieniveaus (zum Drehimpuls ¢ = 0) erhalten wir

h?k2 h?

Fo.n -
% 2m 2mR2

(nm)? (n=1,2,...).

Hinweis. Die Abhangigkeit E, oc R™2 folgt schon aus einer kurzen Dimensionsbetrachtung:
E = const x h?/(2mR?) ist die einzige Energie, die aus den zur Verfiigung stehenden physikalischen

Grofen gebildet werden kann.
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7.6 Zweikorpersystem

Jedes abgeschlossene Zweikorpersystem lasst sich durch Abspaltung der Schwerpunktbewegung
auf ein zentralsymmetrisches Einkorperproblem zuriickfithren. Wir erinnern an diese Reduktion

im Kontext der klassischen Mechanik und kommen dann zum quantenmechanischen Fall.

7.6.1 KM

Wir betrachten die Hamiltonfunktion fiir ein wechselwirkendes System zweier Korper mit Massen
my und msy, Ortsvektoren ¢; und ¢, und Impulsen p; und ps:
g BT

V(T T).
o o +V(q1,¢2)

Die Position @ des Schwerpunkts und der Gesamtimpuls P werden ausgedriickt durch

= mi1q1 + Mago

Q= ., P=pD1+ Do =miqi + mags.

my + Mo
Orts- und Impulsvektor der Relativbewegung sind
- - = - i mims
q:=4q —4q2, p=myg, m:m‘
m heilt die reduzierte Masse.

Wir nehmen jetzt an, dass das Zweikorpersystem abgeschlossen ist. Aus der Translationsin-
varianz des abgeschlossenen Systems folgt dann, dass das Wechselwirkungspotential V' nur vom
Differenzvektor ¢ = ¢ — @ (nicht vom Ort des Schwerpunkts) abhingen kann. Aufgrund von
Rotationsinvarianz folgt zudem, dass V' lediglich von der Lénge |¢] des Vektors ¢ abhéngt.

Die Umrechnung der Hamiltonfunktion in die Freiheitsgrade der Schwerpunkt- und Relativbe-
wegung ergibt

P2 P

H = Hc m. Hre ) Hc.m. e, Hre - 5 )

w + He s Ha= 24 v(a)
mit M = mq + mo der Gesamtmasse. Gemafd H.,, = P2 /2M bewegt sich der Schwerpunkt ge-
radlinig und gleichformig. Zur Diskussion der Relativbewegung bedient man sich des Drehimpulses

L := ¢ x p als erhaltener Grole des zentralsymmetrischen Problems. Mit r := |q], p, := p'- ¢/r
und p? = p2 4+ L?/r? ist

-

15’2 p2 LQ
Hog=— ==L = .

Im Fall einer gebundenen Bewegung pendelt die Abstandsvariable r = |¢] zwischen einem Maximal-
und Minimalwert, ryn < 7 < rpax. Fur ein allgemeines Potential und allgemeine Anfangs-
bedingungen sind die Radial- und Winkelbewegung nicht kommensurabel. Im Spezialfall des
Coulombpotentials V(r) = —a/r jedoch werden die Extrema der Radialbewegung (Apo- bzw.
Perizentrum) immer beim gleichen Winkel angenommen. Der Grund fiir diese Besonderheit liegt
in der Existenz einer zusatzlichen Erhaltungsgrofle, namlich des Runge-Lenz-Vektors
A=pgxL-—mq2

” .
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7.6.2 QM

Die freie Bewegung des Schwerpunkts wird hier nicht weiter diskutiert (siche Abschnitt 3.2).
Der Hamiltonoperator der Relativbewegung lautet bekanntlich (siehe Abschnitt 7.4.1)

19,0 As
<—ﬁ§’r2§ _ 3 >—}-V(’I")

Im Sektor V; mit Drehimpuls ¢, d.h. auf Wellenfunktionen der Form ¢ (x,y, 2) = fo(r)Yem (0, ¢), ist

Ag2 durch den entsprechenden Eigenwert —¢(¢ + 1) zu ersetzen. Zu losen bleibt dann das radiale

Hrel =

2m

Eigenwertproblem

hefe = Efy

mit dem in Gleichung (7.8) angegebenen Operator h,. Wegen dim V;, = 2¢ + 1 hat jeder Energie-
Eigenwert E die Multiplizitat 2¢ + 1.

7.7 Energiespektrum des Wasserstoffatoms

Wir spezialisieren jetzt zum Fall des_

V(r)=—

Amegr

Die radiale Schrodinger-Gleichung fiir die Hilfsfunktion u(r) := r fy(r) lautet dann
2 2 1 2
d < d + e+ )> u(r) — ¢ u(r) = Eu(r).

2m dr? r2 drregr

Um diese Gleichung dimensionsfrei zu machen, fithren wir den Bohr-Radius ag ein; dieser wird
bestimmt durch
h? e?

ma3  4megag

Auflésen nach ag ergibt

. h2 471'80

ag = ~ 0.5 x 1070m,.

m €2

Als charakteristische Energie eignet sich die Rydberg-Konstante

Ey=Ryd = ~ 13.6 eV.

Substituieren wir jetzt (mit dimensionslosen Gréfien &, e > 0)
r:aoﬁ, E:—2E0€,

so nimmt die obige Differentialgleichung die folgende dimensionslose Gestalt an:

L d (e+1) 1
(i~ "5a ) w0 =0,

_ Zur Vorbereitung des Losungsansatzes betrachten wir zwei Grenzfalle.
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1. £ = oo. In diesem Grenzfall vereinfacht sich die DGL zu u” = 2eu. Diese hat die abfallende

Losung u(€) oc e~ V2L,

2. ¢ — 0. Hier haben wir u” = ¢(¢ + 1)¢~2 u mit regulirer Losung u(¢) oc €41

Ansatz. [nsgesamt motivieren diese Betrachtungen den Ansatz

u(§) = € eV w(6).
Durch zweimaliges Ableiten dieses Ansatzes erhalt man

w41 1 (+1
u—:w—+2L3—2\/_ + (E—IQ—)—2\/£L+2
uow £ 3 3

Damit geht die dimensionslose radiale Schrodinger-Gleichung in folgende Form {iber:

"

—+(£+1—@§)%’+(1—(5+1)\/§)%20‘

Fithren wir nun die Abkiirzungen bzw. Substitution

1
a=0+1——, b=20+1, z=2V2e
V2e .

ein und multiplizieren wir unsere Gleichung mit &/+/2¢, so nimmt sie die Gestalt einer konfluenten

hypergeometrischen Differentialgleichung (oder Kummer’schen Gleichung) an:

d*w dw
zﬁ—l—(b—z)a—aw—()
Sie hat die in z = 0 regulare Losung
40 +a(a+1)z2+ +a(a—|—1)---(a+n—1) L
T T e 2 T T ) (bt —1) B!

Hinweis. Zur Verifikation der Losungseigenschaft hilft die kiirzere Schreibweise

L) ~Tla+n) ="
= Fy(a,b;z) = —.
w(z) 2(a7 72) F(a) ; F(b i n) n!
Hierbei ist I'(a) die Gammafunktion. Sie erfiillt die Funktionalgleichung I'(a + 1) = al'(a). Die
Funktion Fy(a,b; z) heifit konfluente hypergeometrische Funktion. O
Mit Hilfe der Asymptotik I'(a+n)/T'(b+n) — n®° fiir grofie n sieht man, dass w fiir z — +oo
und generische Werte der Parameter a, b schneller anwichst, als die Funktion e~*/2 abfillt. Daher

“+1e=2/24p(2) im allgemeinen nicht in L2(R,). Damit eine quadrat-integrable

liegt der Ansatz u o z
Losung entsteht, muss die Potenzreihe fiir w(z) abbrechen. Dies passiert, wenn a+n,. fiir irgendein

n, € NU{0} verschwindet. Mit a = ¢+ 1 — 1/4/2¢ lautet die Quantisierungsbedingung demnach

1
n-+0+1=— n,,0=0,1,2,...).
Ve ! )
Auflésen nach 2 = —FE/FEy ergibt die quantisierten Energieniveaus
—E,
E,,=———.
mt (n, +£€+1)2
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Es sei darauf hingewiesen, dass die Energie nur von der Hauptquantenzahl n = n,. + ¢+ 1 abhangt.
Der| Entartungsgrad des Energieniveaus mit Hauptquantenzahl n (n = 1,2,...) betrédgt

n—1

dimV,, = Z(% +1)=n?.

=0
Dass der Entartungsgrad hoher ist, als man aufgrund von Drehinvarianz erwarten sollte, liegt an
der eingangs erwiahnten Existenz eines zusétzlichen Erhaltungssatzes (Runge-Lenz-Vektor) fiir das

Coulomb-Potential. Die (unnormierten) Radialwellenfunktionen sind
fono(r) = (T/CLO)( e~ T/mao Fy(—n,, 20 + 2;2r /nay).

Die konfluente hypergeometrische Funktion Fy(—n,., 20+ 2;2r/nag) ist per Konstruktion ein Poly-

nom in r/ap vom Grad n, .

Bemerkung. Die Entartung des Wasserstoffspektrums wird durch relativistische und quanten-
feldtheoretische Korrekturen aufgehoben. Mafigeblich fiir die Grofle der Korrekturen ist die Fein-
strukturkonstante e*/(hc - 4mweg) ~ 1/137.

7.8 Elektronenspin

Die Untersuchung von wasserstoffahnlichen Atomspektren (in Verbindung mit dem Pauli- Prinzip,
nach dem die mehrfache Besetzung von Einteilchenzustéanden verboten ist) zeigt, dass die Energie-
niveaus von Wasserstoff anstelle des oben berechneten Entartungsgrades (n?) den doppelten (also
2n?) haben. Diese Verdopplung stammt von einem zusatzlichen Freiheitsgrad des Elektrons, dem
sogenannten Spin, der relativistischen Ursprungs ist. Seine theoretische Begriindung fufit auf der

Dirac-Gleichung, einer relativistischen Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung.

7.8.1 Pauli-Gleichung

Im nichtrelativistischen Limes (Jv| < ¢) reduziert sich die Dirac-Gleichung fiir das Elektron (mit
Ladung e, Masse m und Ruhe-Energie mc?; und im elektromagnetischen Feld mit Potentialen

¢, A) zur Pauli-Gleichung:
0 eh <
: _ _ 2 = N\ 2
1h_8t Y=Hyp, H=(m+ep+ (§—eA)?/2m) 15+ o ;:1 oiB;.

Im Vergleich zur Schrodinger-Gleichung enthilt sie als Zusatzterm (neben dem trivialen Term mc?,
der sich durch Verschiebung der Null auf der Energie-Achse beseitigen ldsst) den Pauli-Term, der

aus den Komponenten B; der magnetischen Feldstarke und den Pauli-Matrizen

01 0 —i 1 0
01:(1 0)7 02:<1 0)7 03:(0 _1>7

aufgebaut ist. Die Wellenfunktion 1) der Pauli-Gleichung ist C2-wertig, hat also 2 Komponenten:
w1<r>) _ (wr(r))
r = = .
o= (1) = (hie
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Man nennt ¢ (r) auch einen Spinor. Der Hilbertraum des Elektrons mit Spin ist H = L?(R3) @ C2.
_ Dass die Pauli-Matrizen die angegebene Form haben, ist eine willkiirliche Kon-

vention, die unter Physikern Standard ist. Wesentlich nur sind die algebraischen Relationen

001+ 010, = 205,19 und O 0] — 0,0, = 21 E €LimOm -
m

_ In versteckter Form sind wir den Pauli-Matrizen schon in Abschnitt 7.3 begegnet.
Es gilt namlich

DON(L) = @) Mo (k=1,2,3).

Bis auf den Faktor 2i sind die Pauli-Matrizen also gleich den Darstellungsmatrizen D (L) fiir
n =1 der Generatoren L, der Drehgruppe SO(3).

7.8.2 Drehinvarianz

Ein grundlegendes Prinzip der Physik ist, dass die Formulierung der Naturgesetze nicht von der
Wahl des Koordinatensystems abhangen darf. Nun hat man aber zur Aufstellung der Pauli-
Gleichung ein kartesisches Koordinatensystem ej, ey, e3 gewahlt, um die magnetische Feldstarke
durch ihre Komponenten By, By, B3 bzgl. dieses Systems auszudriicken. Drehen wir das Koordi-
natensystem, so dndern sich diese Komponenten. Damit die Pauli-Gleichung die Forderung der
Forminvarianz unter Wechsel des Koordinatensystems erfiillt, wird also ein passendes Transfor-

mationsgesetz fiir die Spinorwellenfunktion ¢(v) (zum Ortsvektor v) bendtigt.
_ Jeder Drehung R, € SO(3),

Roov=a(a,v)+ (v—aa,v))cosp+ (axv)sing, (7.9)

mit Drehachse a = 3, a;¢; (la] = 1) und Drehwinkel ¢, ist durch

3
(n=1) — £ O
D (Ra) = exp (21 ; a; 0])

eine 2 x 2-Matrix zugeordnet. Diese Zuordnung R ~ D" (R) heifit die Spinor-Darstellung (oder
die Darstellung fiir den Spin S = 1/2) der Drehgruppe.

_ Die Spinor-Darstellung ist keine Darstellung im eigentlichen Sinn des Wortes. Aus
einer Rechnung von Abschnitt 7.3 wissen wir bereits, dass sie einer Drehung um ¢ = 27 nicht die
2 x 2-Einheitsmatrix 15 sondern —1, zuordnet. Ganz allgemein lasst sich zeigen, dass die oben
erklirte Matrix DM (R) genau bis auf das Vorzeichen wohlbestimmt ist. Wegen der Unsicherheit
im Vorzeichen hatten wir die Spinor-Darstellung (wie alle Lie-Algebra Darstellungen zu ungeradem
n) in Abschnitt 7.3 verworfen. An der jetzigen Stelle (Elektronenspin) tut sie aber genau das (siehe
unten), was benotigt wird! Tatséchlich fithrt die Ambiguitdt im Vorzeichen letztendlich zu keinem

Widerspruch, da die Spinorwellenfunktion in beobachtbare Grofien immer quadratisch eingeht.
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Fakt.| Drehungen R € SO(3) wirken auf die Spinorwellenfunktion v — ¢ (v) wie
(R $)(v) = DV (R)Y(R ™). (7.10)

Mit diesem Transformationsgesetz ist die Pauli-Gleichung forminvariant.

Beweis. Unter eigentlichen Drehungen R € SO(3) transformieren sich die Komponenten B; der

magnetischen Feldstarke wie die Komponenten eines Vektors:

Bj(v) = Y RyB;(R'v).

Damit verhalt sich sich der Pauli-Term unter Drehungen wie

> 0By () v(w) = Y- (X0, RyBy(R ™)) 0 DO(R) (R ).

Fiir die Forminvarianz der Pauli-Gleichung benétigen wir

Z 0;B;(v) ¥(v) — DY(R Z o;B YY(R ).

Diese Forderung ist offenbar erfillt, wenn gilt
DYW(R)o; DY(R)™ = oiRy;.

Unsere Aufgabe besteht also darin, die letzte Relation zu verifizieren. Dazu bedienen wir uns der

Lie-theoretischen Identitdt Ad o exp = exp oad. Im Klartext,

Ad(e®)Y =e*Ye X =Y +[X, Y] + %[X, (X, Y]]+ %[X, (X, [X, Y]] +...

=Y L — M)y,
n=0 n!

Hiermit stellen wir fiir R = R, , die folgende Rechnung an:

D(l)(R) g, D(l)(R)_1 = exp <% Z ay 0k> 0j exp (—% Z ay 0k> = exp (% Z ay ad(ak)> o

Nun gilt fiir den ersten Term der Exponentialreihe

Ok ad(oy) 0; O ok, 0] = ¢ E CbkEkﬂ ar,

hd _ ¥
2i 2i

und fir den zweiten Term
2 2 2
<Z Zk ay, ad(Uk)> 0; =@ Zklak’szjl Z @i €ilmTm
= —¢ Z akaz 5kz jm 5k7m51,j) Om 2 (0-] Q; Zk ak0k> .

Fortsetzung zu hoherer Ordnung und Aufsummieren der geraden und ungeraden Teile der Expo-

nentialreihe liefert

i m <§ Zk ag ad(0k>>2n+1 o; = Sin((,O) Zk,l A€kl 07,
2] (; Z ay, ad(ak))Q” o; = (cos(gp) — 1) (O‘j —aj Zk ak0k> .

8

Il
—_
—~
—_

n
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Insgesamt entsteht

exp <§ Z a ad(ak)) g =aj; Zk a0y, + cos(yp) <Uj —a; Zk aka’f) +sin(yp) Zk | WRERGLOL

Durch Vergleich mit der Definition (7.9) sieht man jetzt

D(1)<Ra,w> 9j D(l)(Raw)il = Z 0i (Rap)ij »

womit die flir die Forminvarianz erforderliche Relation gezeigt ist. [

Erganzung. Um die Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe zu erzielen, verlangt man, dass
die Pauli-Gleichung auch unter uneigentlichen Drehungen R € O(3), insbesondere unter Raum-
spiegelungen P : v — —wv, forminvariant ist. Hierflir ist zu beachten, dass die magnetische
Feldstdrke B unter Raumspiegelungen das Vorzeichen beibehélt, anstatt es (wie ein Vektor) zu
wechseln. Man nennt B einen azialen Vektor. (Tatséchlich ist die magnetische Feldstérke eine

2-Form.) Folglich erfordert die gewiinschte Forminvarianz das Transformationsverhalten
DY (P)o; DV(P) ™ = +o; (j=1,2,3).
Aufgabe. Deduziere aus der vorstehenden Bedingung D™ (P) = 1, und somit
(P)(v) = DV(P) (P~'v) = th(~v).
7.8.3 Bahn- und Spindrehimpuls

Fir Schrodinger-Teilchen mit skalarer Wellenfunktion f (kein Spin) kennen wir die Drehimpuls-
operatoren

~ h 0 0

L3 = - <x1— - .’1]2—> (& ZykllSCh),

1

siehe die Aufgabe von Abschnitt 7.4. Dieser Ausdruck fiir Zg —und allgemeiner fiir den Generator

L, von Drehungen um die Drehachse mit Einheitsvektor a — folgt aus der Definition

(exp (= iwLa/) ) (0) = (L - 0)

durch Differentiation nach dem Drehwinkel ¢ an der Stelle ¢ = 0. Wir nennen den obigen
Drehimpuls Ea ab sofort den Bahndrehimpuls. Fiir Teilchen mit Spin kommt ein zweiter Beitrag

zum Drehimpuls hinzu, namlich der Spindrehimpuls §a.

Definition. Fiir ein Teilchen mit spinorwertiger Wellenfunktion und Transformationsgesetz (7.10)
(z.B. fir das Elektron) ist der quantenmechanische Operator fiir den Drehimpuls I, bzgl. der
Drehachse a erklart durch

(exp (—ipJa/h) w) (v) = DY(Rop) Y(R, - v). O

Durch Differenzieren dieser definierenden Gleichung erhalten wir

3

~ o~ ~ ~ h
J, =L, ®14+1®S8,, Sa:§Zajaj.

j=1
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Das Tensorproduktsymbol bezieht sich auf die Zerlegung des Hilbertraums H = L?(R3) ® C? nach
den Bahn- und Spinfreiheitsgraden.

Aufgabe. Verifiziere anhand des angegebenen Ausdrucks fiir J, die Vertauschungsrelation
Ty = JoJo = i Jaxs
7.8.4 Spin im homogenen Magnetfeld

Ist ein Elektron im Zustand der Ruhe (bzgl. des gewédhlten Inertialsystems), so wird seine Energie
allein durch den Spinfreiheitsgrad und die Kopplung an die magnetische Feldstarke bestimmt. Im
Fall eines homogenen Magnetfelds B; = B;(r) = const ist der Hamiltonoperator des ruhenden

Elektrons ganz einfach eine (2 x 2)-Matrix,

3
eh eh B3 By —iB,
Hpanii = — B = — : .
Pel = om ; %1% = om (31 + 1By —B;s
Die Eigenwerte dieser Matrix (und somit die Energien des ruhenden Elektrons) sind
Ei::t%th, wL:e|B|/m.

Die Frequenz w = e|B|/m heifit Larmor-Frequenz und hat folgende dynamische Bedeutung.
Der Elektronenspin befinde sich zur Anfangszeit ¢ = 0 in einem Zustand |[¢(t = 0)), der im all-
gemeinen kein Eigenzustand von Hpa,; = H sei. Die Zeitentwicklung |1 (t)) = e *#/7|1)(0)) ergibt

dann folgende Zeitabhangigkeit fiir die Erwartungswerte der Operatoren des Spindrehimpulses:
Sa(t) = ((1) | Sa | (1) Zaj | /0 gy e M | 4(0)).

Nun haben wir

) wrt
e—1tH/h — exp< L Z b 0']> = (Rb,th)J bj = BJ/|B"

und mit dem Ergebnis der Rechnung im Beweis von Abschnitt 7.8.2 folgt

Sult) = 537 a5 (H(0) | DY Ry ay) 03 DO (Ryre) | 9(0)
= Z” Se(0) (Rp,—wopt)ij a; = Z” aj (Ry,wyt)5i Si(0) -

Fiigen wir die Erwartungswerte Se,(t) = S;(t) zu einem Vektor

zusammen, dann ist die Spindynamik eine gleichférmige Rotation (genannt Larmor-Prédzession)
S(t) = Rp,w,tS(0)

mit Frequenz w;, um die Achse b des homogenen Magnetfelds.

Aufgabe. Der Zirkulationssinn der Larmor-Prazession ist unmittelbar vergleichbar mit dem
Zirkulationssinn des elektrischen Ladungsstroms, der das Magnetfeld verursacht. Sind die beiden

Zirkulationssinne gleichlaufig oder gegenlaufig?
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8 Storungsrechnung

8.1 Zeitunabhangige Storungstheorie

[Anm. d. Red.: Vorlesung 8.1 entwickelt, gehalten und in TeX gesetzt von R. Kennedy]

8.1.1 Motivation

Es gibt nur wenige Probleme in der Quantenphysik, die exakt 16sbar sind. Einige dieser Probleme
haben wir bereits kennengelernt, und immer war es der besonders einfache Potentialterm, der es

uns erlaubt hat, eine exakte Losung zu finden:
o freies Teilchen (V = 0),
e Potentialtopf und Potentialschwelle (V' stiickweise konstant),
e harmonischer Oszillator (V oc r?),
e Wasserstoffatom (V oc r71).

Fiir ein Problem mit einem Potential, das sich nur geringfiigig von solch einem einfachen Potential
unterscheidet, kann als einfachste Néherung diese geringfiigige Differenz (die Stérung) komplett
ignoriert werden. In dieser Vorlesung wird eine Methode vorgestellt, die Storungstheorie, mit
welcher der Einfluss der Storung zu beliebiger Ordnung der Genauigkeit berechnet werden kann.

Das Prinzip der Storungstheorie findet sich auch in der klassischen Mechanik: Die Bewe-
gung von Planeten um die Sonne lasst sich gut durch ein Zweikorperproblem beschreiben, das
exakt losbar ist und fiir das der Einfluss entfernter Planeten ignoriert wird. Um diesen Einfluss
(ndherungsweise) zu berechnen, wird die Zweikorperbewegung als Startpunkt genommen und der

Einfluss anderer Planeten als Storung gesehen.

8.1.2 Nichtentarteter Fall

Es sei ein System mit Hamiltonoperator H, gegeben, fiir welches die stationare Schrodingergleichung
insoweit gelost werden kann, dass das diskrete Spektrum von Energien EY sowie die normierten

Eigenzustinde |n(®) bekannt sind:
H0|n(0)> — E£0)|n(0)).

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass die Energieniveaus nicht entartet sind; es soll also
gY #* EY fiir n % m gelten.

Wir interessieren uns nun fiir die Losung eines Problems mit Hamiltonoperator
H = H@ + H1 >

der durch einen zusatzlichen Term H; gegeniiber Hy gestort ist. Hierzu fithren wir einen Parameter

A € [0,1] ein, der zwischen dem urspriinglichen System und dem gestérten System interpoliert
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und suchen die Eigenvektoren |n) und Eigenwerte E,, als Funktion von A:
(Ho + AHq)|n) = E,|n).

Wir nehmen an, dass die Eigenzustdnde und Energien analytische Funktionen von A sind, diese

also als Potenzreihe geschrieben werden konnen:

[n) = ) + Ant) + X2 n®) + ..
E,=E9 4+ \EW + X2E® 4+ .

In vielen Fallen ist diese Annahme zu stark, d.h. die Potenzreihen konvergieren nicht. Aber
auch dann ergeben die ersten Ordnungen oftmals eine gute Néherung zur exakten Losung (als
“asymptotische Entwicklung”).

Die Eigenzusténde |n) des neuen Hamiltonoperators sind nur bis auf einen Normierungsfaktor

festgelegt. Anstelle der iiblichen Normierung (n|n) = 1 setzen wir

(nOn) =1
1+ AM0O WY £ 2O @)y 4 =1
o mOnky =0  (VE>1).

Sémtliche Korrekturen |n(®) sind also orthogonal zu [n(®), und wir kénnen schreiben

™) =3 @)y m@n®) (k> 1).

m#n

Ein Nachteil dieser Wahl ist die Tatsache, dass der Zustand |n) im Allgemeinen nicht mehr
normiert ist. Die Normierung kann aber leicht am Ende aller Rechnungen nachgeholt werden.

Einsetzen der Potenzreihen fiir [n) und E, in die Schrédingergleichung ergibt

(Ho + MH)(|n®) + AnM) 4+ X2 n®)y +..) =
(EQ £ AEW + X2ED 1 )(|n @) + Mn®Y + X2 n®) + ),

Damit diese Gleichung erfiillt wird, muss sie fiir jede Ordnung in A separat erfiillt werden:

Ordnung \° : Ho[n @) = EO|n©)y,
A HolnM) + H [n©@) = EO[nMy + ED |50
i )+ ) = BOn®) + EPO) + B jn),
Mo HG®) 4 H0) = BOJ®) + EOG) 4t BOJO),

Wie erwartet ergibt die Gleichung nullter Ordnung die Schrédingergleichung fiir den ungestorten
Hamiltonoperator. Im Folgenden werden die Gleichungen fiir £ > 1 betrachtet. Die Korrekturen

sind durch obige Gleichungen zusammen mit der Konvention (n(®|n) = 1 vollstiindig bestimmt.
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Um konkrete Formeln fiir diese zu finden, bilden wir auf jeweils beiden Seiten das Skalarprodukt

mit einem Basisvektor |m(®). Zuniichst betrachten wir den Fall m = n:

(n O Hy|n™) H (nO|H|n*~y = EW |

n

:E,(lo)(nzor)\n(k>>:0
Die Energiekorrektur in k-ter Ordnung ist somit durch die Zustandskorrektur in der um Eins

erniedrigten Ordnung bestimmt.

Fir den Fall m # n ergibt sich:

n

(MmO Hy|n®Y +(mO|Hy |n*=Yy = EO(m©@n®y ... 4 EE=D (101,
————
=B (m©)|nk)

Durch Umformen erhalten wir

1

- R— [<m(0)’H1’n(k—1)> — EW(mO)ptk-by ... Efﬁ‘l)(m(o)\n(l))]
En - Em

(m©® |n(k)> —

Auch hier ist die Korrektur k-ter Ordnung vollstandig durch Korrekturen geringerer Ordnung
bestimmt. Sowohl Energie- als auch Zustandskorrekturen bis zu einer beliebigen Ordnung konnen
also iterativ bestimmt werden, beginnend mit k& = 1. Explizit lauten die ersten Schritte dieser

I[teration wie folgt:
E7(L1) — (n(°)|H1|n(O))
O g |n(0)>
_ 2 : (0) Z m | 1

O H,In©®
ET(LQ) — (n(0)|H1|n Z [(m | 1|n )>|

m#n
Fiir jeden zusétzlichen Schritt der Iteration erhalten die Ausdriicke fiir die Korrekturen zuséatzliche
Faktoren der Form
(m O] Hy[n(©)
E\ - By
Fiir eine konvergente Storungsreihe erwarten wir, dass diese Faktoren betragsmafig kleiner als 1
sind. Damit bereits nach den ersten Ordnungen eine gute Naherung resultiert, sollten diese sogar
sehr viel kleiner als 1 sein. So ergibt sich ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit nichtentarteter

Storungstheorie:

|<m(0)|Hl|n(0)>‘ < ‘E7(L0) — E(O)‘ )

8.1.3 Beispiel: Grundzustand von Helium

Der Hamiltonoperator fiir die Elektronen im Heliumatom lautet

2 2 2¢? 2¢? e?
H = P 4 P2 — + ,
2m  2m  4dwegry 4megry  4megris
Z N——

~~
HO Hl
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mit 79 = |} — 7|. Der Hamiltonoperator Hy ist die Summe zweier Hamiltonoperatoren fiir
Wasserstoff mit doppelter Kernladung (2e statt e). Wenn in der Wellenfunktion 0(7) des

Grundzustands der Bohrradius ag entsprechend durch a := ay/2 ersetzt wird, dann gilt

H (¥100(71)¥100(72)) = (—4Ryd — 4Ryd) 3?100(771)@5100(77227

— _8Ryd TS
mTa
0
=5 =(71,72/0())

wobei die Bindungsenergie eines einzelnen Elektrons durch die Verdopplung der Kernladung (und
die Halbierung des Bohrradius) gegeniiber dem Wasserstoffatom um den Faktor 4 erhéht ist. Die

Energiekorrektur erster Ordnung ist

2 i 5
EY = (001, ]0©) = / d*r, / dry e~ = 2Ryd.

EoTri12 (7TCL3>2 2

Damit ergibt sich fiir Helium eine Grundzustandsenergie von
Ey=EB +E" +E +-- ~ E” + EY = —5.5 Ryd,

was nicht weit vom experimentellen Wert —5.8 Ryd liegt. (Die gegenseitige AbstoBung der beiden
Elektronen bewirkt also eine Reduktion der Bindungsenergie von 8 Ryd auf 5.8 Ryd.)

8.1.4 Entarteter Fall

Die Herleitung der Korrekturen in der letzten Sektion beruhte auf der Annahme, dass der Eigen-
raum zu jedem Eigenwert EY eindimensional ist (“nichtentarteter Fall”). Deutlich wird dies beim
Ausdruck fiir die Zustandskorrekturen, wo die Differenzen EY — B9 im Nenner auftauchen; diese
Korrekturen beinhalten im entarteten Fall illegale Division durch Null.

Sei nun E” ein D-fach entarteter Eigenwert und {]ﬁg%} mit ¢ = 1,..., D eine beliebige Basis
des entsprechenden Eigenraums. Im Allgemeinen ist zu erwarten, dass die Entartung durch die

Storung aufgehoben wird. Von den unendlich vielen Moglichkeiten, eine Basis des Eigenraums zu

wihlen, ist nur jene Wahl {|n{”)} die “richtige”, fiir die gilt

n.) 2% ).

Einsetzen von |n£0)> in die Schrodingergleichung erster Ordnung liefert

i

Holn{") + Hi|n{®) = EQ My + ES)[n{) .

Im nichtentarteten Fall wurde als erster Schritt das Skalarprodukt mit [n(?)) genommen, was einer
Projektion auf den eindimensionalen Eigenraum zur Energie EY gleichkommt. Im entarteten Fall
ist dieser Eigenraum D-dimensional, und die Verallgemeinerung der obigen Strategie besteht darin,
auf diesen Eigenraum zu projezieren; dies geschieht mittels @ =), |7~z§0)><7~z§0)| => |n§0)><n§0)|.

Wegen QHy = ET(LO)Q reduziert sich die obige Gleichung zu
QH\QIn{") = Ey}n}”).
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Dies ist ein Eigenwertproblem (fiir die projezierte Storung Q H1Q)), dessen Eigenwerte und Eigen-
vektoren die Energiekorrekturen bzw. die “richtigen” Zusténde nullter Ordnung sind. Durch
Entwicklung |n§0)) =2, |ﬁ§~0)>aj7z~ nach der beliebigen Basis {|ﬁ§0))} erhalten wir mit (Hy);; :=
<ﬁ§°> |Hy |ﬁ§0)> die Gleichung

(H1)11 (H1)12 ce (H1)1D Qa1 Qa1
(H1)21 (H1)22 s (H1)2D Q2 ; _ E(D a2 ;
(Hl)m (H1)D2 s (H1)DD ap; ap;

Sollte die Entartung in erster Ordnung vollstdndig aufgehoben sein, also E 1) #+ E(l) fir ¢ # 7,

dann gilt fiir die zweite Ordnung die Formel des nichtentarteten Falls (hier ohne Beweis):

Z [(m \H1|n >|
0) (0) ’

m#n

Die Eigenzustande \ngo)) diagonalisieren den Stérterm H; im Eigenraum zum Eigenwert E.”

und damit gleichzeitig auch den gesamten Hamiltonoperator Hy + AH;. Diese Methode lasst
sich genauso fiir beliebige Eigenrdume anwenden, also insbesondere auch fiir nur fast entartete

Energieniveaus.

8.1.5 Beispiel: Stark-Effekt fiir Wasserstoff

In einem homogenen elektrischen Feld in positiver z-Richtung mit Feldstarke £ lautet der Hamilton-

operator eines Elektrons im Wasserstoffatom

e
- +efz .
2m  4dmwegr

~
Ho H,

Die Eigenzustinde von Hy wurden in Abschnitt 7.7 bestimmt und werden hier als |nlm) bezeichnet.
Dabei ist n > 1 die Hauptquantenzahl, [ die Drehimpulsquantenzahl (mit 0 <[ <n — 1) und m
die magnetische Quantenzahl (mit —! < m < [). Die Energie im Zustand |nim) ist EY = —#
Ryd und damit unabhéingig von [ und m und somit n>-fach entartet.

Um Storungstheorie anzuwenden, miissen zunachst die Matrixelemente von H; berechnet wer-

den. Aus L,|nlm) = mh|nim) und [L,, 2] = 0 folgt
0= (n'I'm|[L., Z]|nlm) = h(m' — m){n'I'm'|Z|nlm)
& (n''m'|Hy|nlm) =0 fir m #m'.

In der Zerlegung L*(R?) = @, (L*(R;) ® V;) wirkt der Paritatsoperator P als die Identitdt auf
dem Radialanteil L?(R ), denn r = |r| = |—r|. Da der Winkelanteil V; aus homogenen Polynomen
vom Grad [ besteht, wirkt P wegen f(—x, —y,—z) = (=1)!f(x,y,2) als (—1)! mal die Identitit.

Zusammen ergibt sich
Plnlm) = (—1)|nim).
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Mit PzP = —Z folgt

(n'I'm/|2|nlm) = —(n'U'm!|P2Pnlm) = (=1)!" 10/ U'm!/ | 2|nim)
& (n'l'm'|Hy|nlm) =0 fir I + 1 gerade.

Die Energie Efo) des Grundzustands |100) ist nicht entartet. Die ersten Korrekturen betragen
EY = (100|H,[100) = 0,
"'m!121100 2
B g Y MO0
n/#1,0',m’ El - E

m/

Im Grundzustand gibt es also eine (negative) Energiekorrektur proportional zu £2; man nennt sie
den quadratischen Stark-Effekt.

Das erste angeregte Energieniveau Eéo) ist vierfach entartet mit Eigenraum
span{|200), [210), |211), [21—1)}.
Nur die Matrixelemente (200|H,|210) = (210|H;|200) sind von Null verschieden:
(200|H,|210) = /d3r (200|r) (r| H,|210)

= eé'/rzdr sin 6 d6 de 1apo(r, 0, @) 1 cos 0 Ya10(r, 6, P)

o0 ™ 27
= cf 1 / dr r? (2 —1/ag) e_"/‘lo/ df sin 6 00826’/ do
32mag J 0 ]

= 62’:0 /0 drx* (2 —x)e ™ = —3eay.

In der Basis {|200), |210), |211), |21—1)} ergibt sich somit folgende Matrixdarstellung von Hi:

0 —3e€ag 0 0
—3eag 0 0 0
0 0 00
0 0 00
Die Eigenvektoren und Eigenwerte sind
2.%) By

L (200) + 210)) | —3eaq

75 (1200) = [210)) | 3e€aq
1211) 0
121—-1) 0

Die ersten beiden Eigenvektoren sind Superpositionen, deren Ladungsdichte ein endliches elek-
trisches Dipolmoment in z-Richtung aufweist, was eine Energiekorrektur linear in der Feldstarke

& ergibt, den linearen Stark-Effekt.
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8.2 Zeitabhangige Storungsrechnung

Wie zuvor nehmen wir an, dass der Hamiltonoperator
H=H,+V

aus einem “ungestorten” Anteil Hy und einer kleinen, jetzt moglicherweise zeitabhangigen Storung
V besteht. Wir werden uns insbesondere fiir die Raten von Ubergingen zwischen den stationiren
Zustanden von H, interessieren.

Zur Berechnung der Dynamik in einer solchen Situation eignet sich das sogenannte “Wechsel-

wirkungsbild”. Dieses erhélt man, indem man die durch Hy erzeugte Zeitabhangigkeit beseitigt:
[B(0)) = (1)), A(L) = el A,

Hierbei ist |¢(t)) der sich gem#B H entwickelnde Zustandsvektor; also |1 (t)) = e *H/7]4)(0)) im
Fall eines zeitunabhéngigen Hamiltonoperators H. Operatoren A werden so transformiert, dass

ihre Erwartungswerte beim Ubergang zum Wechselwirkungsbild gleich bleiben:

wie) | A1 v) = (90) | A | 2(0))

In Abwesenheit der Stérung (V = 0) ist [1h(t)) = etHo/he=itHo/h4)(0)) = [1)(0)) zeitunabhingig.
Ist die Storung schwach, so erwarten wir eine gleichfalls schwache Zeitabhangigkeit, die wir durch
Storungsrechnung erfassen konnen. Dazu leiten wir aus der Schrodingergleichung fiir |¢(t)) eine

entsprechende Differentialgleichung fiir |¢(¢)) her:

|¢( )) = e/ (—Hy + H) [(t)) = V(D)[(2).

Wairen die Operatoren ‘N/(t) = eltHo/hY/ (1) e~tHo/h fiir alle Zeiten t miteinander vertauschbar, so

hatten wir fiir die Losung ganz einfach

ey Zexo (— [ Vioar) i)

Im allgemeinen Fall einer zeitabhéngigen Storung V' gilt aber V(£)V (') # V(#')V (¢). Die Losung

lasst sich dann nur in Form einer Reihe angeben; sie lautet

(1)) = Ults, 1) (8:))

mit dem Zeitentwicklungsoperator

ly ty to

U(tf,t)_1+(—1/h)/ (t)dt + (—i/h) // (t2)V (t1)dtrdts + . .

tf tn

+ (—i/R)" // // ) V)V (t)dtydts - - dtn_rdty + . .. .
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In der Tat verifiziert man leicht

ihﬁu@,ti):m)u@,ti), U, t;)| =1.
ot t=t;

Um den formalen Losungsausdruck fir U(ts,t;) in eine griffige Form zu bringen, fithrt man
den sog. Zeitordnungsoperator T ein:
. VOVE)  fir t>t
T <V DV (' ) = LW :
OV(E) V(HV(t)  fir ¢ >t

Hiermit schreibt man

tf o

// (t2)V (1 dtldtQ—//T (t2)V t1)> dt1dts .

Der Zeitordnungsoperator 7 fiir ein n-faches Produkt V (t)V (t2) - -- V (t,) ist analog erklart: er
stellt den Faktor ‘7() zur spatesten Zeit nach links, den Faktor zur frithesten Zeit nach rechts und
die anderen Faktoren ihrer Zeitordnung entsprechend dazwischen. Es gilt dann

Ly tn

// // V() V(ty)dtydty - - - b,y dt,

tf tf tf tf
1 = i ~ o~
— m//...//T(V(tn)V(ltn_l)...1/(1t2)1/(151)> dt dts -+ - dt, ,dt, .
t; t; ti t

Mit dieser Konvention lésst sich die Losungsreihe fiir den Zeitentwicklungsoperator U(t1, o) in

eine Kurzform bringen:
. tl -
U(ty,to) =T exp (—%/ V(t)dt> . (8.11)
to

8.2.1 Beispiel: Rabi-Oszillationen

Um die Niitzlichkeit des Wechselwirkungsbildes zu illustrieren, verwenden wir es zur Berechnung

der Spindynamik des zeitabhangigen Hamiltonoperators
H = Shwy o3 + A cos(wt) oy

Die physikalische Vorstellung hierzu ist, dass auf einen Spin S = 1/2 neben einem homogenen
Magnetfeld in 3-Richtung (erster Summand) eine monochromatische Magnetfeld-Stérung mit Fre-
quenz w in 1-Richtung (zweiter Summand) wirkt.

Aus Griinden, die erst im Verlauf der Rechnung ersichtlich werden, spalten wir den Hamilton-

operator wie folgt auf:
H:H0+V(t), HO = %hwag, V(t) :Acos(wt) 01+%(hw0—ﬁw) 3.

Fiir diese Wahl der Aufspaltung transformieren wir die Storung V' ins Wechselwirkungsbild:

fwo — hw  A(1+ e%wt))

7 (4 — itHo/h —itHo/h _ 1 .
V(t) =€ V(t) € ) (/\(1 + 6721wt) hw — hw()
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Wir nehmen jetzt an, dass der Storanteil mit Starkeparameter A\ in ‘N/(t) sehr schwach ist und
die Storfrequenz w in der Nédhe der Larmorfrequenz wy liegt. In diesem Grenzfall wird sich her-
ausstellen, dass die Spinachse eine im Vergleich zu wy niederfrequente Oszillation ausfiihrt, die so-
genannte Rabi-Oszillation. In guter Naherung diirfen wir die schwachen und hochfrequenten Terme
AeF2@t in V(¢) dann vernachlissigen. (Sie mitteln sich iiber eine Periode der Rabi-Oszillation in
fithrender Ordnung zu Null.) Damit wird der Propagator im Wechselwirkungsbild effektiv zu dem

eines zeitunabhéngigen Problems. Wir berechnen ihn aus dem zeitlich gemittelten XN/(t),

Vav = —(h(.x)o — hCU)Ug) + %)\0'1 s

1
2

mit Hilfe von

V2 =(hQ)? -1, hQ=1\/(hwy — hw)? + A2,
und erhalten so den Zeitentwicklungsoperator
etV /h — cos(Q) - 1 — (i/hQ) sin(Qt) Vi .

Dieser ist periodisch mit Frequenz © (Rabi-Oszillation).

Wie in der Physik iiblich, bezeichnen wir die Eigenvektoren von o3 mit | 1) bzw. | | ); also

o3| 1) =+[1), o3l L)=—]])
Fiir [¢(t = 0)) = | 1) ergibt sich dann

i

(0) = e 1) = 1) (cos(2) = 10 sin(@) ) = 1) sin(e).

Im Resonanzfall (w = wy) gilt © = A/2h, und das Ergebnis vereinfacht sich zu

[(1)) = 1) cos(Q) — | L) isin(Q);

das alles im Wechselwirkungsbild. Riicktransformation (der Kiirze halber nur fir w = wy) in die

zeitunabhangige Basis liefert
(1)) = e O ()) = [ 1) " cos(Qf) — | 1) e isin(Q).

Die Spinachse pendelt also langsam mit Frequenz €2, wahrend sie schnell mit Frequenz wy prazediert.
3

] D\Q (Rab:)

o

>‘JD (Lorw or)
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8.2.2 Getriebene ﬂbergéinge

Wir erinnern an das allgemeine Ergebnis (8.11) und kommen jetzt zur Berechnung von Ubergangs-
raten. Das System sei anfangs (¢t = () in einem Eigenzustand [1);) von Hy. Die Wahrscheinlichkeit

fiir einen Ubergang (beobachtet zur Zeit t) nach |¢/) ist

Wrealt) = | oy tdGe,t0) [ ) |

Unter der Annahme einer sehr schwachen Storung diirfen wir die Entwicklung nach der ersten

Ordnung abbrechen,

. t1
Ut to) =1 — l/ V(t)dt,
h to

und erhalten, falls (¢f | ;) = 0, die Ubergangswahrscheinlichkeit

o o)

V=Vt =XF(t)

W (t) (8.12)

h?

Zur Auswertung der Formel (8.12) sei

eine zeitabhéngige Storung, z.B. durch ein dufleres elektromagnetisches Feld mit Amplitude F'(t),
welche an das System mit ungestortem Hamiltonoperator H iber den Kopplungsoperator X (z.B.

ein Dipolmoment) ankoppelt. Wir haben dann

(s 1 V() | i) = BP0 (e) (| X | i),

und es resultiert

/R<wf V() | ¢i> dt = <wf | X | q/;i> /Rei(EfEi)t/hF(t>dt.

Wir nehmen nun an, dass die treibende Kraft F'(t) zeitlich begrenzt ist; d.h. sie wird “eingeschal-
tet” und dann wieder “ausgeschaltet”. (Technisch gesprochen Verlangen wir F € L'(R).) Unter
dieser Bedingung existiert die Fourier-Transformierte F fR )e“tdt. Fiir die Ubergangs-

wahrscheinlichkeit (im Limes langer Zeitdauer) erhalten wir dann

1 2 ~ 2
Wiei =Wrei(00) = 5 ‘FWﬂ) ;o wrio= (Ey — By /B

(0r 1 X wi)

offenbar ist sie gegeben durch das Quadrat des “Ubergangsmatrixelements” (Vy | X | ;) multi-

pliziert mit der an der Ubergangsfrequenz wy; ausgewerteten Fourier-Transformierten von F(t).

8.2.3 Spontane ﬁbergénge

Wir erlautern kurz Fermis “Goldene Regel” fiir die Rate spontaner Ubergéinge in ein Energiekon-

tinuum von Zustanden.

86



Beispiel/Motivation. Geladene Materie mit Ladungsstrom J* wechselwirkt mit dem (klassis-
chen oder quantisierten) elektromagnetischen Feld A4, iiber den Beitrag [ A, J*d*z zum Wirkungs-
funktional. Diese Wechselwirkung manifestiert sich atomphysikalisch in der statischen Coulomb-
Wechselwirkung zwischen dem Atomkern und den Elektronen (und natiirlich auch den Elektronen
untereinander). Fundamental quantenfeldtheoretisch betrachtet bewirkt sie aber primér Prozesse,
bei denen Elektronen Photonen emittieren oder absorbieren. Beim spontanen Zerfall eines Atoms
aus einem angeregten Zustand in den Grundzustand findet genau ein solcher Fundamentalprozess
statt: es wird ein Photon emittiert. Verantwortlich hierfiir ist ein (auf [ A,J#d*x zuriick gehen-
der) Term im Hamiltonoperator, in dem die elektrische Ladungsdichte der Elektronen (oder
vielmehr ein dem spezifischen Ubergang entsprechendes Multipolmoment der Ladungsdichte) mit
dem Erzeugungsoperator fiir ein Photon (mit entsprechendem Drehimpuls) multipliziert wird. O

Wir betrachten nun die allgemeine Situation von Hamiltonoperatoren H = Hy + V' mit einer

zeitunabhéngigen Storung V, die Ubergénge ins Kontinuum bewirkt. Ausgehend von

(W [ V(b) | i) = ETB0M | V| )
berechnet man aus (8.12) die gemittelte Ubergangsrate
2

m ! AT I s
lim ?Wﬂ—i(T):ﬁ (Wr | V| i) 7121010?‘/0 el(By—=Ei)t/h 11

Nun ist

> 1sin®((Ey - E)T/2h)
= lim

75T (Ej — E;)2/(2h)?

I
lim —’ / lBr=Et/h gy =21hd(E; — E;).
0

T—oo T’

Die d-Funktion sorgt dafiir, dass die Energie in der Zeitentwicklung des autonomen Systems er-
halten bleibt. Wenn die verfiigbaren Energien Ej einen diskreten Satz bilden, dann wird die
Bedingung F; = E; generisch nicht erfiillbar sein und kein Ubergang stattfinden. Wenn hinge-
gen ein Kontinuum von Energien Ey zur Verfiigung steht — z.B. haben wir im obigen Beispiel
E¢ = Ey+ hw mit Ej (diskret) der Grundzustandsenergie des Atoms und fw (kontinuierlich) der
vom Photon weggetragenen Energie —, dann wird die Ubergangsrate von Null verschieden sein,
wenn nicht gerade das Ubergangsmatrixelement (1 | V| 1;) verschwindet. Sind wir nicht an der
Rate fiir Uberginge in spezifische Endzustinde interessiert sondern nur an der Gesamtrate iy,
so ist iiber alle moglichen Endzustande zu summieren. In diesem Fall wird die energieerhaltende

d-Funktion durch die Dichte p; der zuganglichen Endzustande ersetzt:

2T
i = -G |V 14 s

Dieses Ergebnis nennt man Fermis Goldene Regel. Es gilt fiir Storungen V', die schwach genug

sind, dass die Storungsentwicklung in erster Ordnung (wie getan) abgebrochen werden kann.
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9 Verstehen wir die Quantenmechanik?
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9.1 Formale Prinzipien der Quantenmechanik
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9.2 Diskussionsausziige vom Solvay-Kongress
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9.3 Bemiihungen um vollstandige Formulierung
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9.3.3 Consistent Histories
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9.4 Bell’sche Ungleichungen und ihre Verletzung in der QM

[Hier nicht ausgefiihrt. Siehe z.B. den Appendix im Buch von Straumann.]
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