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35. Tensorprodukt und direkte Summe (1+1+2+1=5 Punkte)

Seien {|v1),...|vn)} eine ONB eines Hilbertraums V und {|w1), ... |wy,) } eine ONB eines Hilbert-
raums . Dann bilden die Elemente der Form |v;) ® |w;) eine ONB des Tensorprodukts V @ W
und die Elemente der Form |v;) ® 0 und 0 @ |w;) eine ONB der direkten Summe V @& W, jeweils
bzgl. der Skalarprodukte

(Iv) @ [w), V') @ [w')) = (v|o') - (ww’)
(o) @ [w), [v) & [w')) == (v]v") + (w|w’)

a) Was sind die Dimensionen von V., W, V@ W und V & W?

Fiir Operatoren A : V — V und B : W — W ist das Tensorprodukt als (A ® B)(|v) ® |w)) :=
(Alv)) ® (Blw)) und die direkte Summe als (A @ B)(|v) @ |w)) := (A|v)) @ (Blw)) definiert.
Die Matrixelemente von A und B bzgl. der gegebenen Orthonormalbasen von V und W seien
Q5 1= <Ui|A’Uj> und bkl = (wk\Blwﬂ.

b) Wie lauten die Matrixelemente von A ® B und A @& B?

c) Finden Sie eine Anordnung der Basis von V ® W, sodass die Matrix von A ® B durch
das sogenannte Kronecker-Produkt entsteht, in dem alle Eintrage von A mit der Matrix
B multipliziert werden, also

annB a;2B -+ a;,B

a1B apB --- ayB
A® B =

anlB GHQB s a,mB

d) Finden Sie eine Anordnung der Basis von V & W, sodass die Matrix von A & B block-

diagonal ist, also
A O
ren=(y )

36. Paritat (1+2+42+41+1+2+2=11 Punkte)

In dieser Aufgabe sei der Hilbertraum #H aufgespannt durch die drei orthonormalen Eigenvektoren
niedrigster Energie |0), |1) und |2) (mit Energien Ey, E; bzw. E3) des Hamiltonoperators H des



unendlichen Potentialtopfs im Bereich [—§, §] (vgl. Blatt 3, Aufgabe 8), mit Wellenfunktionen
Yo(x) = (x]0) = \/gcos <§x>
1 (z) = (z|1) = \/gsin <2;Tx>
Po(z) = (x]2) = \/gcos <3;Tx> )

Der Paritétsoperator P wirkt auf Wellenfunktionen f geméf P(f)(z) := f(—=z).
a) Zeigen Sie, dass HP = PH.

b) Wie wirkt P auf |0), |1) und |2)? Finden Sie die Matrixdarstellung von H und P bzgl.
der Basis {]0), |2), |1)}.

c) Zeigen Sie, dass {|+),]—),|1)} mit |+£) := % (|0) £ |2)) eine Orthonormalbasis von H

ist. Schreiben Sie die Matrizen von P und H in dieser Basis. Was fallt auf?

Nun wird der Bezug zur darstellungstheoretischen Sprache der Vorlesung hergestellt:
d) Zeigen Sie, dass fiir die Gruppe Zy = {1,—1} (bzgl. Multiplikation) die Zuordnungen
1 +— idyg und —1 — P eine Darstellung auf H ergeben.

e) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator Zs-symmetrisch ist.

f) Finden Sie alle irreduziblen Darstellungsraume V) C H. Identifizieren Sie die isomorphen
(=&quivalenten) V), wéhlen Sie einen Reprisentanten R) jeder Isomorphieklasse und
schreiben Sie H als direkte Summe von isotypischen Komponenten Wy = C"™ ® R).

g) Zeigen Sie, dass die Matrizen in b) und c) die folgende Form haben (1, is die n x n
Identitdtsmatrix und der Index A lauft iiber alle isotypischen Komponenten):

PZ@(ﬂmA(X)PA)
A

H =P (7 © Laim(ry))
A

37. Spharischer Kifig (2+2=4 Punkte)

In der Vorlesung wurde der sphérische Kéfig fiir den Fall [ = 0 behandelt. Fiir allgemeine [ ist
die (physikalisch sinnvolle) Losung der Differentialgleichung

<1 0 Qa—l(l+1)>fl(r):—k2fl(r)

r20r Or r2

gegeben durch (A; = const.)

o= (55) ()

a) Bestimmen Sie die (unnormierten) Losungen der radialen Schrédingergleichung fiir [ = 0
und 1. Welche Gleichungen miissen durch die Randbedingung bei r = R erfiillt werden?

b) Schreiben Sie mit Hilfe der Funktionen f;(r) jeweils ein Beispiel einer (unnormierten)
Wellenfunktion (7,6, ¢) eines stationdren Zustands fiir I = 0 und 1 auf. Skizzieren
Sie den radialen Anteil 72| fo(r)|?> der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die drei niedrigsten
Energien.



