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38. so0(3)-Darstellungen algebraisch (2+2+2+1=7 Punkte)

Wir wollen in dieser Aufgabe noch einmal algebraisch die Eigenschaften der irreduziblen Dar-
stellungen der Lie-Algebra so(3) herleiten. Die Darstellungen der Generatoren durch selbstad-
jungierte Operatoren auf einem Hilbertraum bezeichnen wir hier mit L;, den Casimir-Operator
mit L?. Zur Erinnerung: Aus der Vorlesung kennen Sie bereits die Vertauschungsrelationen

[Li, Lj] = iheji Ly [L*, L;) = 0.

Zusétzlich definieren wir die Operatoren L4+ = L, £iL,. Da L? mit L, vertauscht, kénnen beide
Operatoren simultan diagonalisiert werden. Wir bezeichnen die Eigenzustdnde mit |I,m) und
halten uns an die in der Quantenmechanik iiblichen Konventionen

L.|l,m) = hm|l,m) L2*|l,m) = K21 +1)|l,m).

a) Zeigen Sie zur Vorbereitung folgende Beziehungen:

L. Lyl=+hLy [Ly,L_|=2hL, L*=L,L_—hL,+L*=L_L,+hL,+ L>
+ + z + z

b) Zeigen Sie, dass die Zustiinde Ly |I,m) Eigenzustinde der Operatoren L? und L, sind.
Wie lauten die Eigenwerte?

c) Berechnen Sie nun die Norm der Zustédnde Ly |l,m). Folgern Sie, dass |m| < [ gelten
muss.

d) Fiir ein gegebenes [ folgt aus der vorhergehenden Teilaufgabe L_|l,—l) = 0 und

L |l,1) = 0. Folgern Sie nun, dass [ = § mit n € Np sein muss.

Bemerkung: Ingesamt haben wir gesehen, dass es zu jedem [ einen Zustand |l,1) mit maximaler
magnetischer Quantenzahl m = [ gibt. Die gesamte irreduzible Darstellung fiir dieses [ kann er-
zeugt werden, indem man den Absteigeoperator L_ wiederholt auf diesen Zustand anwendet. Das
Verfahren bricht ab, sobald |l, —I) erreicht ist. Die iiblichen Lehrbiicher iiber Quantenmechanik
verschweigen es Ihnen, aber: Diese zundchst unscheinbare Methode funktioniert mit geringfii-
gigen Verallgemeinerungen fiir jede halbeinfache Lie-Algebra g. Genauer gesagt geht man zur
Komplexifizierung gc iiber, in der es i.d.R. mehrere unabhéngige Absteigeoperatoren und Verall-
gemeinerungen von L, gibt. Jede endlichdimensionale irreduzible Darstellung enthélt einen sog.
Vektor hochsten Gewichts (oben war dies |l,1)) und man kann die gesamte Darstellung erhalten,
indem man man man die Absteigeoperatoren anwendet.



39. Exponentialabbildung (2+2+2+2+2=10 Punkte)

Der Riickweg von einer Lie-Algebra g in die Lie-Gruppe G fiihrt iiber die Exponentialabbildung.
Stellen Sie sich der Konkretheit halber Matrix-Lie-Gruppen vor: Fiir Drehmatrizen gilt etwa
R. 4 = exp(¢L.). Allgemein definiert ein Element X € g eine Kurve v : ¢t — exp(tX) in G mit
+'(0) = X. Wir iiben in dieser Aufgabe das Rechnen mit der Exponentialabbildung und werden
hierbei auch zeigen, dass das Differential einer G-Darstellung eine g-Darstellung ist.
a) Machen Sie sich zunéchst klar, dass die eingangs gemachten Behauptungen iiberhaupt
plausibel sind. Geben Sie hierzu die Drehmatrix R._ 4 konkret an, differenzieren Sie an
¢ = 0 und exponentieren Sie das Ergebnis.

b) Die Existenz des Vektorraums g zeichnet eine besondere G-Darstellung aus, die sog.
adjungierte Darstellung Ad : G — GL(g), g € G — {X € g — gXg '}, dh.
Ad(g9)(X) = gXg~'. Zeigen Sie zunichst, dass dies wirklich eine Darstellung ist. Sie miis-
sen dazu auch iiberpriifen, dass diese Vorschrift wohldefiniert ist, also dass gXg~! € g.

c) Man kann mit Hilfe der Exponentialabbildung leicht die Lie-Klammer erhalten. Zei-
gen Sie d/dt|;—pexp(tX)Y exp(—tX) = [X,Y]. Die Klammer ist also gewissermafen
die linearisierte Version der Konjugation mit einem Gruppenelement und stiftet eine
Darstellung von g auf sich selbst vermoge ad : g — GL(g), X — {Y — [X,Y]}.

Sei nun p : G — GL(V) eine G-Darstellung. Diese induziert die Abbildung p, : X € g —
p«(X) = %|t:0(p(exp(tX ))). Wie angekiindigt wollen wir letztlich beweisen, dass dies eine Lie-
Algebra-Darstellung ist.

d) Zeigen Sie zunichst p(exp(tX)) = exp(tp«(X)) und p.(9Xg™1) = p(g)p«(X)p(g™1).

e) Verwenden Sie dies, um ans Ziel zu gelangen: Zeigen Sie also, dass gilt p.([X,Y]) =

40. Hantelmolekiil (1+2+1=4 Punkte)

Ein starres Hantelmolekiil, das um einen festen Punkt rotiert, kann durch den Hamiltonoperator
H = %Lz beschrieben werden. © € R bezeichnet hierbei das Triagheitsmoment.
a) Geben Sie die Energieeigenwerte und deren Entartungsgrad an.

Zu einem bestimmten Zeitpunkt befinde sich das Molekiil in einem Zustand, der durch die Wel-
lenfunktion (6, ¢) = N(cos?(#) + sin?(6) cos(2¢)) beschrieben wird.
b) Entwickeln Sie diesen Zustand nach Eigenzustdnden von H.

c) Die magnetische Quantenzahl m (der Eigenwert von L,) soll gemessen werden. Welche
moglichen Messwerte gibt es und mit welcher Wahrscheinlichkeit treten diese auf?



