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5. Potentialtopfe I (2+2=4 Punkte)

Betrachten Sie die stationdre Schrédingergleichung <—ﬁ82 +U (m)) Y(z) = Ev(x) auf dem

2m T
Hilbertraum A und berechnen Sie die normierten gebundenen Zustdnde sowie die zugehérigen

Energien fiir die folgenden Systeme:

a) Einen Topf mit unendlich hohen Wénden (auch als “Teilchen in der Box” bekannt), die
sich in # = 0 und o = a > 0 befinden, also H = {f|f € L?([0,a]) und f(0) = f(a) = 0}
und U(z) = 0 fiir alle z € [0, a.

b) Einen d-Potentialtopf, d.h. # = L?(R) und "U(z) = Ad(x)” mit A < 0. Hinweis: Nehmen

Sie an, dass die Losung in x = 0 stetig aber nicht differenzierbar ist und berechnen Sie
die Hohe des Sprungs der ersten Ableitung.

6. Potentialtopfe 11 (1+1+1+1+1=5 Punkte)

Diesmal betrachten wir einen endlich tiefen Potentialtopf, d.h. in der Notation von Aufgabe 5

A falls || >a .
72 —
H = L*(R) und U(z) —{ 0 falls |z] < a mit A > 0.
a) Begriinden Sie, dass
Aexp(lx) falls < —a
P(r) = ¢ Bsin(kx) + Ccos(kx) falls |z| < a
D exp(—lz) falls x > a

ein geeigneter Ansatz zur Losung der stationdren Schrodingergleichung ist. Welche An-
schlussbedingungen miissen in x = =+a erfiillt werden und warum?

b) Alle Losungen der Schrodingergleichung sind gerade oder ungerade. Zeigen Sie, dass aus
den Anschlussbedingungen die Gleichungen [ = ktan(ka) bzw. | = —Fk cot(ka) folgen.

c) Finden Sie einen Zusammenhang zwischen [ und k und 16sen Sie die Gleichungen grafisch.
d) Zeigen Sie, dass es immer einen gebundenen Zustand gibt.

e) Reproduzieren Sie aus Ihren Ergebnissen die Energieeigenwerte aus Aufgabe 5a.



7. Gauld’sches Wellenpaket (1+1+2+2+1+2=9 Punkte)

Die Bewegung eines freien Teilchens der Masse m in einer Raumdimension wird durch eine
Wellenfunktion v (x,t) beschrieben, die sich als Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung

. [
(zh@t + Qmal,) P(z,t) =0

(mit geeigneter Anfangsbedingung v (z,0)) ergibt.
a) Wir setzen eine Wellenlosung der Form ¢y (z,t) = exp(i(kx — wt)) an. Die Wellenzahl &k

und die Frequenz w (beide reell) sind freie Parameter. Zeigen Sie, dass v, die Schrédin-

gergleichung erfiillt, sofern k& und w durch w(k) := g—’;j verkniipft sind.

b) Zur Zeit t = 0 sei die Wellenfunktion vorgegeben, 1 (x,0) = ¢ (z). Die Fouriertrans-
formierte der anfanglichen Wellenfunktion sei ¢ (k) = \/%7 Jg dxexp(—ikaz)(x). Zeigen

Sie, dass sich mit w = w(k) aus a) die Wellenfunktion zur Zeit ¢ schreiben lésst als

viet) = o= | dkexplithe —wt)ih),

d.h. in dieser Form die zeitabhéngige Schréodingergleichung erfiillt.

c) Im Rest der Aufgabe betrachten wir speziell das durch

1 2
U(z) = exp (_:c2 + ik0x>
dof

& 27r08

definierte Gaufipaket. og und ko sind reelle Parameter. Berechnen Sie (k) und damit
(x,t) fir das Gaufspaket. Welche Bedeutung kommt oy und kg in diesem Kontext zu?

d) Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p = |1)(x,t)|? des Gaufpakets die Form

p= Wexp(—@(az—vot} ) mit 0 := o <1—i—7_2 ) V0= S, T

annimmt und diskutieren Sie dieses Ergebnis.

e) Berechnen Sie fiir das Gaufipaket den Orts- und Impulsmittelwert und vergleichen Sie
das Ergebnis mit d).

f) Berechnen Sie die Varianzen von Ort und Impuls im Gaufspaket.



