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11. Drei Operatoridentitaten (1+1+1=3 Punkte)

Zeigen Sie folgende Operatoridentitéten:
a) [AB,C] = A[B,C]+ [A,C]|B und [A, BC| = B[A,C] + [A, B]C,

b) fiir alle k € N: [A* B] = kA*~1[A, B], falls [A, [A, B]] = 0 ist,

c) [f(A),B] = f'(A)[A, B] fur ein analytisches f, falls [4, [A, B]] = 0 ist.

12. Rechnen mit Auf- und Absteigeoperatoren (2+2=4 Punkte)

a) Berechnen Sie die Matrixelemente (m|z|n), (m|z?|n), (m|p|n) und (m|p?|n). |n)
bezeichnet dabei den n. Oszillatorzustand.

b) Wir betrachten zwei unabhdngige harmonische Oszillatoren, deren Auf- und Absteigeope-
ratoren wir mit a,al bzw. b, b’ bezeichnen. Unabhiingig bedeutet dabei [a,b] = [a, bT] =
[aT,b] = [af,bT] = 0. Seien nun

h
Jt =ha'b, J- =hbla, J* = 5(aTa —b'b), N =ala+b'b.
Zeigen Sie, dass
h? N
[JZ,J%] = +hJ*E, [J%,J7] =0, J* = 5N [<> + 1]

gilt. Dabei ist J2 = L(JTJ~ 4+ J=JF) + J7J%.

13. Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (2 Punkte)
Beweisen Sie die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel
1 =1
exp(B)Aexp(—B) = A+ (B, Al + (B, [B, Al +... = Y —[B, Al,
2 = n!

mit [B, Alps1 = [B, [B, Aln], [B,Alo = A.

Tipp: Stellen Sie eine DGL 1. Ordnung fiir die operatorwertige Funktion C'(\) := exp(AB)A exp(—ADB)
auf und losen Sie diese.



14. Koharente Zustande (2+1+2+3+2=10 Punkte)

Um Missverstdndnisse zu vermeiden sind in dieser Aufgabe alle Operatoren fettgedruckt. Mit
Hilfe der Translationsoperatoren Ty, := exp(—;pwzo) und Ty, := exp(gxpo) fiir Ort und Impuls
bilden wir einen unitdren Operator K,

14 1
K := exp(—§ﬁp0x0)Tp0Txo = exp(ﬁ(xpg — pxg)) = exp(zbl — zb) =: K(2),

der von dem komplexen Parameter
1 il 1 /p2 1
z 1= ——1x0 + ——pp mit Betragsquadrat |z|? = 22 = — <0 + mw23:2>
NGO & i fw \2m 20
abhiingt. b! und b sind Auf- und Absteigeoperatoren, | := \/% die “Oszillatorlange”. Der

Operator K erzeugt aus dem Grundzustand |0) des harmonischen Oszillators die sogenannten
kohérenten Zustande

1) = K(2) [0) = exp(—%]z\Q) exp(zb') [0) mit z € C,

deren Eigenschaften wir im Folgenden studieren wollen.

a) Beweisen Sie die Gleichheit der in der Definition von K bzw. |z) verwendeten Aus-
driicke. Benutzen Sie dabei neben der bekannten Darstellung von x und p durch die
Auf- und Absteigeoperatoren die Regel exp(A + B) = exp(A) exp(B) exp(—3[A, B]),
falls [A,[A,B]] = [B,[A,B]] = 0 ist. Wie lautet der Zustand |z) in Ortsdarstellung?

b) Zeigen Sie, dass |z) normierter Eigenzustand zu b mit Eigenwert z ist. Hinweis: 11)c).

c) Beweisen Sie folgende Entwicklung von |z) nach den stationdren Zustdnden |n) des
Oszillators:

1 o= 2"
|2) = exp(—5 2| )nz_;) 7 n)-
Welche ist demnach die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Energieeigenwerte?

d) Berechnen Sie die Erwartungswerte und Schwankungsquadrate von Energie, Ort und
Impuls im Zustand |z). Was fillt auf?

e) Berechnen Sie die entsprechenden Grofen fiir den zeitabhéngigen Zustand

) 1
|2), = exp(—%Ht) |z) mit H = hw (bTb—i— 2) :

Hinweis: Fiir die Rechnung kénnen die unter dem Namen “Baker-Campbell-Hausdorff-
Formeln” bekannten Beziehungen

oo

exp(B)A exp(—B) = A + [B, A] + %[B, BAll+...=) %[B, Al
n=0

mit [B, A1 = [B,[B,Al,], [B,Alo=A

bzw.
oo

exp(B) exp(A) exp(—B) = exp(C) mit C = %[B,A]n
n=0

verwendet werden.



