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15. Geometrische Phase (1+2+1=4 Punkte)

In der Vorlesung und der letzten Ubung wurde der kohéirente Zustand |z) = T(z ,)[0) =

ezihxopOTZOTpo|()> des harmonischen Oszillators behandelt. Der Operator T, ,,) bewirkt eine
Verschiebung im Phasenraum um xg in Ortsrichtung und pp in Impulsrichtung, sodass |z) der
im Phasenraum verschobene Grundzustand ist. Wie in der Vorlesung gezeigt, gilt die Relation

— o5 (@hpo—zopy)

T (20.,0) T () ) (zo-+b,po-+p)) - (1)

Ein Zustand soll nun im Phasenraum entlang des Parallelogramms
(070) - (l’o,po) — (.Z'() + .1'6,]90 +p6) - (xf)apg) - <O70)

in N Schritten pro Strecke verschoben werden. Der entsprechende Operator lautet

N N
—1 —1 N N
(T(:B()/N,pé/N)> (T(xo /N,pO/N)) (T(wa/N,pg/N)) (T(wo/vao/N)) (2)
. . N —
a) Zeigen Sie, dass (T(Io/Nypo/N)) = T(2p,p) und T(xt,po) = T (—a,—po)-

b) Zeigen Sie, dass der Operator (2) proportional zur Identitdt ist mit einer Phase als
Proportionalitdtskonstante.

c) Bestimmen Sie den Fliacheninhalt des eingeschlossenen Parallelogramms in der Phasen-
raumebene und vergleichen Sie mit der sogenannten geometrischen Phase aus b).

16. Propagatoren (1+8+2+1+1+2=10 Punkte)
In der Vorlesung wurde der Propagator fiir den harmonischen Oszillator hergeleitet:

K(xay;t) - (3)

mw imw (2% + y?) cos(wt) — 2zy
———————ex
2mihsin(wt) P Th 2 sin(wt)

a) Verifizieren Sie, dass im Limes w — 0, in dem das Potential des harmonischen Oszillators
verschwindet, der obige Propagator der eines freien Teilchens ist.

Betrachten Sie nun das Gausspaket aus Ubungsaufgabe 7 als Anfangszustand zur Zeit t = 0. Es
hat einen anfianglichen Impuls pg und ist um den Ursprung zentriert:

2
exp [_x N ZW] (1)
g




b) Benutzen Sie den Propagator (3) um zu zeigen, dass die zeitliche Entwicklung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte |1/ (z,t)|? wieder Gaussform hat. Wie entwickelt sich die Breite o (¢)
mit der Zeit (wobei o(0) = 09)?

c) Fiir welchen Wert von oy ist die Breite zeitunabhéngig, also o(t) = oy fiir alle ¢ > 07
Die Wahrscheinlichkeitsdichte mit diesem Wert von oy und py = 0 sollte IThnen bekannt
vorkommen - um welche handelt es sich? Und fiir py # 07

Die Wurzel einer komplexen Zahl ist nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt: /z = Vrei® =
+71/2¢19/2 = +21/2. Um den Vorfaktor des Propagators (3) zu verstehen, muss dieses Vorzeichen
bestimmt werden. Durch die Herleitung in der Vorlesung wird klar, dass die Wurzel als

1 e—iwt/Q

2isin(wt) (1 ¢ 2ty (5)

zu interpretieren ist.
d) Zeigen Sie, dass

K(JG yit + %) (=)"K ((=1)"x, ;1)
firne N .

Sei nun ein Wellenpaket mit beliebiger Form gegeben, das zu einer Zeit tg einen Impuls pg hat
und um xg zentriert ist:

(@, to) = €PN f(x — o), (6)
wobei f : R — R eine beliebige reelle Funktion in L?(R) ist, die die Form bestimmt.
e) Bestimmen Sie ¢ (2,9 + 22%) und ¢ <x to + (MH) ) (Hinweis: d).)

f) Interpretieren Sie das Ergebnis aus e).

17. Ehrenfest-Theorem (2+2+2=6 Punkte)

Sei A ein linearer Operator und (A) = (¢, Ay) = [p¥(x,t)A¢(z,t) der Erwartungswert
(oder Mittelwert) im Zustand P(x,t). Letzterer geniigt der Schrodingergleichung H(x,t) =
ihdap(x,t), mit H = — 220 L y(z),

" 2m 8a:2
a) Beweisen Sie das Ehrenfest-Theorem:
d { 0A
—A) = (H A+ (57) (")
Hinweis: H = HT.
b) Nutzen Sie a) um zu zeigen, dass
doy_ o d @
Cloy="D Lipy=— (V@) wnd mizln) = (F(z), 0

wobei F(z) = =V'(z).

¢) Damit die Erwartungswerte den klassischen Bewegungsgleichungen gentigen, muss in der
letzten Gleichung (F'(z)) = F((z)) gelten. Fiir welche Krifte gilt diese Relation? Gilt
Sie fir eine freie Bewegung? Und fiir den harmonischen Oszillator? (Hinweis: Entwickeln
Sie F' um (z) bis zur zweiten Ordnung.)



