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Hinweis: Dieser Zettel enthélt 10 Bonuspunkte, d.h. es gehen nur 21 der erreichbaren Punkte
in die Bestimmung der 100%—Marke ein.

18. Schurs Lemma (3+2=5 Punkte)

a) Beweisen Sie Schurs Lemma: Seien Vi, V, endlichdimensionale Vektorrdume und
p1:G — GL(V1), p2 : G — GL(Va) irreduzible Darstellungen einer Gruppe G. Ist
¢ € Hom(Vq,V,) G—aquivariant (d.h. gilt ¢ o pi1(g) = pa2(g) o ¢ fiir alle g € G), so
ist ¢ entweder die Nullabbildung oder ein Isomorphismus. Hinweis: Zeigen Sie zunéchst,
dass kerp und im¢ invariante Unterrdume sind.

b) Folgern Sie: Ist V ein endlichdimensionaler C—Vektorraum und p eine irreduzible
G —Darstellung, dann ist jedes ¢ € End(V) mit der Eigenschaft ¢ o p(g) = p(g) o ¢
fiir alle g € G ein Vielfaches der Identitét.

19. Bargmann-Darstellung (2+2=4 Punkte)

Die zu einem Zustand |f) gehorende holomorphe Bargmann-Funktion berechnet sich geméifs

f(2) = (0] e® | f), wobei |0) der Oszillator-Grundzustand und b der Absteigeoperator ist.

a) Berechnen Sie die Bargmann-Funktionen zu den Eigenzusténden |n) des harmonischen
Ostzillators und zu einem kohérenten Zustand |w).

b) Zeigen Sie: Die Translationsoperatoren T, der Heisenberg-Gruppe wirken auf die holo-
morphen Funktionen f € B¢ der Bargmann-Darstellung durch

(Twf)(2) = exp(—|w[?/2 + wz) f(z — ).

20. Asymptotische Entwicklung (3 Punkte)

Bestétigen Sie durch eine direkte Rechnung die in der Vorlesung erwéhnte asymptotische Ent-
wicklung
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fiir N — oo. Hierbei ist g das lokale Minimum der C*°—Funktion f. Hinweis: Entwickeln Sie
f um zg und verwenden Sie den Term zweiter Ordnung, um auf Gaufintegrale zu sprechen zu
kommen. Identifiziern Sie dann die drei Integrale, die bis einschlieklich O(N~!) beitragen. Sie
diirfen diese mit einem CAS berechnen.




21. Van Vleck-Propagator (2+4=6 Punkte)

Der van Vleck-Propagator
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wird bestimmt durch das Hamiltonsche Wirkungsfunktional,
5= [ (viq - tra),
-

ausgewertet auf klassichen Pfaden v4 : [0,T] — R? x R; t ~ (q(t),p(t),t) im erweiterten
Phasenraum R? x R zu den Randbedingungen ¢(0) = ¢; und ¢(T") = qy. Berechnen Sie den van
Vleck-Propagator fiir die Falle

a) freie Bewegung in einer Dimension,

b) harmonischer Oszillator.

Ergibt sich eine Ubereinstimmung mit den bekannten exakten Ergebnissen fiir den Propagator?

22. Riickkehrwahrscheinlichkeit (2+1+1+2+1+1+2+1+2=13 Punkte)

Wir wollen in dieser Aufgabe die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass ein Teilchen in einem sym-
metrischen Potential V' mit V(¢) = V(—¢) nach einer Zeit ¢t nach ¢ = 0 zurtickkehrt, wenn
es sich dort zum Zeitpunkt 0 befand. Wir werden dazu zunéchst die Lagrangesche Version des
Feynman-Pfadintegrals herleiten.
a) Sie kennen bereits das eindimensionale Gaufintegral fR e~ 2% dy = \/% . Zeigen Sie nun

fiir eine symmetrische, positiv definite n x n—Matrix A die mehrdimensionale Verallge-

meinerung
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b) Folgern Sie nun
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c) In der Vorlesung wurde der quantenmechanische Propagator durch das Hamiltonsche
Pfadintegral ausgedriickt:
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q(t)=qy,9(0)=gq;

Verwenden Sie die “unendlichdimensionale Verallgemeinerung” von b)! um zu zeigen,
dass man den Propagator auch als Lagrangesches Pfadintegral schreiben kann:

K(Qu qf, t) = / qu% f(;t L(g,q)dt
(t)=a5,q(0)=g;

Hinweis: Hier werden Sie zum ersten Mal mit der iiblichen Unsitte konfrontiert, dass man un-
liebsame Faktoren im Pfadintegralmafs absorbiert.

"Wenn Ihnen dabei Angst und Bange wird: Schlechter definiert als das Pfadintegral selbst ist dieses Vor-



d) Der Propagator lautet in semiklassischer Naherung
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Die gesuchte Riickkehrwahrscheinlichkeit ist /K (0,0;t). Die passende klassische Bewegungsglei-
chung ist durch m§ = —V’(¢) mit den Randbedingungen ¢(0) = ¢(¢t) = 0 gegeben. Eine offen-
sichtliche Losung zu diesen Bewegungsgleichungen ist g (t) = 0. Man kann zeigen?, dass deren
Betrachtung ausreicht.

e) Zeigen Sie, dass unter dieser Annahme mit mw? := V" (0) gilt

K(0,0;t):/r(o)r(t)ol)rexp <—;/Otdt’r( N2 4 w2t )).

f) Zeigen Sie durch Ausfithren des Gaufintegrals

B r(t”)) )

r(t") = —% / at r(t) (md} + @2V(@)],_, ) 0.

9=qcl

~1/2
K(0,05¢) =~ J det (—%(af + w2)> :

wobei J eine Konstante ist.

g) Die Fluktuationsdeterminante ist definiert als das Produkt der Eigenwerte des Differen-
tialoperators —%(3752 +w?) auf dem Raum der zweifach stetig differenzierbaren Funktio-
nen mit Randbedingungen r(0) = r(t) = 0. Zeigen Sie
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Zunichst macht es den Anschein, dass wir mit unserer Rechnung gescheitert sind, denn wir
kénnen weder das unendliche Produkt sinnvoll berechnen noch die Konstante J angeben. Fol-

gender Trick hilft allerdings: K (0, 0;¢) = %K rei(0,05t). Der freie Propagator ist aus der
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Vorlesung explizit bekannt als

m mio )2
Ktrei(gis q5t) = \/%em(qf %) 0 (t).

h) Uberlegen Sie sich, wie wir mit unserer Rechnung in e)-g) den freien Propagator erhalten
kénnen.

i) Verwenden Sie dieses Wissen zusammen mit der Produktformel [T7; [1 — (z/n7)?] 1=

xz/sinz, um die gesuchte Riickkehrwahrscheinlichkeit zu berechnen. Woher kennen Sie
dieses Ergebnis und warum verwundert es Sie nicht?

gehen nicht. Sie kénnen stets diskretisieren, die endlichdimensionale Formel anwenden und dann den formalen
Kontinuumslimes nehmen.

?Lesen Sie bei Interesse Kapitel 3.3 in Condensed Matter Field Theory von Altland & Simons. Eine #ltere
Version ist auch in der Skriptensammlung des Instituts verfiigbhar.



