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23. Geometrische Phase II (2+2+3+2+2=11 Punkte)

Die Bewegung eines Teilchens der Masse m sei auf eine Kreisbahn mit Radius R beschränkt. Die
klassische Beschreibung erfolgt durch eineWinkelkoordinate θ und den konjugierten (Dreh)Impuls
pθ = mR2θ̇, sowie die Hamiltonfunktion H = 1

2mR2 p
2
θ.

a) Benutzen Sie p̂θ = −i~∂θ um die zeitabhängige Schrödingergleichung Ĥψ = i~∂tψ für
eine Wellenfunktion ψ(θ, t) zu schreiben. Finden Sie die normierten Eigenfunktionen
φn(θ) von Ĥ sowie die entsprechenden Energien (Eigenwerte) En.

b) Zeigen Sie, dass ψ(θ, t) =
∑

n ane
−iEnt/~φn(θ) falls ψ(θ, 0) =

∑
n anφn(θ) und damit,

dass die Zeitentwicklung für den Ortseigenzustand ψ(θ, 0) := δ(θ−θ0) gegeben ist durch

ψ(θ, t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

e−i
~n2

2mR2 t+in(θ−θ0). (1)

Hinweis: Nutzen Sie die Fouriertransformation f(θ) =
∑∞

n=−∞ cne
inθ mit cn =

1
2π

∫ 2π
0 dθf(θ)e−inθ um eine geeignete Darstellung von δ(θ − θ0) als Summe zu finden.

Im Folgenden soll die Zeitentwicklung von ψ(θ, 0) = δ(θ − θ0) mit Hilfe der semiklassischen
Näherung des Pfadintegrals gefunden werden.
c) Zeigen Sie, dass ψ(θ, t) = K(θ, θ0, t) für den Propagator K des Systems. Benutzen Sie

nun die Van Fleck Formel für K um zu zeigen, dass

ψ(θ, t) =

√
mR2

2πi~t

∞∑
n=−∞

e
imR2

2~
(θ−θ0+2πn)2

t . (2)

d) Zeigen Sie, dass (2) und (1) bis auf einen Phasenfaktor übereinstimmen (also dass die
Van Fleck Formel in diesem Fall exakt ist). Hinweis: Fassen Sie den Ausdruck in (2) als
2π-periodische Funktion f(θ) auf und bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten.

Betrachten Sie nun die Verallgemeinerung in der das Teilchen eine Ladung e hat und das Innere
der Kreisbahn von einem magnetischen Fluss Φ durchsetzt ist. Der entsprechende klassische
Hamiltonoperator lautet somit H = 1

2mR2

(
pθ − eΦ

2π

)2.
e) Wiederholen Sie die Aufgabenteile a), b) und c) für diesen Fall. Was ändert sich?
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24. Homogenes elektrisches Feld (1+2+3=6 Punkte)

Ein Elektron der Masse m, Ladung e und Energie E sei einem homogenen elektrischen Feld E in
einer Dimension ausgesetzt. Ziel dieser Aufgabe ist die Herleitung der bekannten Formel

E =
1

2
mv2 − eEx, (3)

die in der Quantenmechanik allerdings nur asymptotisch gilt mit v := j/ρ dem Quotienten aus
Wahrscheinlichkeitsstromdichte j und Wahrscheinlichkeitsdichte ρ.
a) Wiederholen Sie die Definitionen von ρ und j aus der Vorlesung und zeigen Sie, dass die

(eindimensionale) Kontinuitätsgleichung gilt:

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0

b) Formulieren Sie die stationäre Schrödingergleichung für die Wellenfunktion u des Elek-
trons. Schreiben Sie diese mit Hilfe der dimensionslosen Variablen ξ := x

l +λ um, wobei
die charakteristische Länge l und der Parameter λ durch folgende Relationen definiert
sind:

2meE
~2

=
1

l3
und

2mE

~2
=
λ

l2
.

Die Lösung der gefundenen Differentialgleichung lässt sich durch sogenannte Hankelfunktionen
h

(1)
1/3 ausdrücken (C = konst.):

u(ξ) = C

√
π

3
ξ h

(1)
1/3

(
2

3
ξ

3
2

)
, (4)

die für z ∈ C folgendes asymptotisches Verhalten zeigen:

h
(1)
1/3(z)

|z|→∞−−−−→
√

2

πz
exp

[
i

(
z − 5π

12

)]
. (5)

c) Betrachten Sie nun den Fall x � l. Berechnen Sie mit Hilfe der asymptotischen For-
mel (5) die Wahrscheinlichkeitsdichte ρ sowie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j und
zeigen Sie, dass Gleichung (3) gilt.
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