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Grundlagen

I.1 Symbole, Aussagenlogik, Mengen, und
Abbildungen

I.2 Gruppen

I.3 Zahlenmengen N, Z, Q und R

I.4 Komplexe Zahlenmenge C



I.1 Symbole
I Gesetzmäßigkeiten durch

Begriffe und ihre Beziehungen
I Mathematisierung angelegt in

physikalischen Größen als
Elemente strukturierter Mengen
G = Zahlenwert · Maßeinheit
Skalar: Masse m = 1, 5 kg

Vektor: Geschwindigkeit ~v =







300
−200

10






km/h

nur sinnvoll zu einer Basis von drei Vektoren
Funktionen von Größen: kinetische Energie Ekin = m

2 ~v · ~v, in

z.B. kg(m/s)2 = J

I Gemeinsame Maßeinheiten bei Rechnungen

E1 + E2 = 12 kWh + 6000 kJ = 12 kJ/s · 3600 s + 6000 kJ

= 4, 92 · 104 kJ



I.1 Symbole
I Symbole/Zeichen wie + ; · ;~v ; (~a ·~b) · ~c ; π für kompakte

Darstellung von Strukturen
I Nun häufig vorkommend:

Summenzeichen und Indizes:
5
∑

i=1

Xi

steht für X1 + X2 + X3 + X4 + X5.
Sehr kompakt z.B. für den Mittelwert X aus N Zahlen
X1 . . . XN :

X =
1

N

N
∑

i=1

Xi

I Einsteinsche Summenkonvention (fehleranfällig!): Bei
doppelt vorkommenden Indizes Summenzeichen weglassen

~v · ~w =
3
∑

i=1

viwi = viwi



I.1 Aussagenlogik

Für Beweise Symbole der zweiwertigen (wahr=w; falsch=f)
Aussagenlogik
IMPLIKATION ⇒ ; ÄQUIVALENZ ⇔ ; UND ∧ ; ODER ∨
NEGATION zu Aussage A: A oder ¬A
Regeln durch Wahrheitstabellen

A B A A ∧ B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B

w w f w w w w
w f f f w f f
f w w f w w f
f f w f f w w

Beachten Sie: Bei A ⇒ B ist B nur ein Indiz für A (notwendig für
A, aber nicht hinreichend); A ist hinreichend für B, aber nicht
notwendig. Nur bei der Äquivalenz sind A und B logisch
gleichwertig. A ∨ B ist nicht ausschließend gemeint.



I.1 3 wesentliche Beweismethoden
1. direkter Beweis durch Implikationen aus wahren

Anfangsaussagen, z.B.

a = −3 ⇒ a2 = 9 ⇒
√

a2 = 3

2. indirekter Beweis durch Implikationen, die aus der Annahme,
die Behauptung sei falsch, auf eine bekanntermaßen falsche
Aussage führen, z.B. TAFEL001

√
2 sei rational in gekürzter

Primfaktordarstellung. Dann hat 2 alle Primfaktoren von
√

2
doppelt. Das ist falsch, da 2 keine doppelten Primfaktoren
hat. Also,

√
2 nicht rational.

3. Vollständige Induktion für abzählbar viele Fälle: Für den
ersten Fall zeigt man die Gültigkeit, dann zeigt man die
Implikation: Aus jedem Vorgänger Fall folgt der Nachfolger
Fall, z.B.

N
∑

j=1

j =
(N + 1)N

2

TAFEL002





TAFEL002

Für N = 1 ist es erfüllt, denn

1
∑

j=1

j = 1 =
(1 + 1)1

2

Nun sei es für N wahr, folgere daraus, was für N + 1 gilt:

N+1
∑

j=1

j =
N
∑

j=1

j + (N + 1) =

(N + 1)N

2
+ (N + 1) = N2/2 + 3N/2 + 1 =

(N + 2)(N + 1)

2

Damit ist es auch für N + 1 wahr, wenn es für N gilt.



I.1 Mengen und Abbildungen

I Mathematik als Strukturwissenschaft: Mengen M und
Abbildungen A

I Mengen aus unterscheidbaren Elementen
durch Auflistung oder Eigenschaftsaussagen

I Abbildungen A liefern Elemente (x, y = A(x)) ∈ D × Z mit:
A : D → Z, x 7→ y = A(x) Jedem Element x aus D
(Definitionsmenge) wird genau ein Element y = A(x) aus Z
(Zielmenge) zugeordnet. Die Menge aller Werte von A,
A(D) = W ist die Wertemenge, eine Teilmenge von Z.

∀x ∈ D; x 7→ y = A(x) ∈ Z, A(D) ⊆ Z

I Ist Z eine Zahlenmenge spricht man auch von Funktionen
f : D → Z , x 7→ f(x). Abbildungen/Funktionen dargestellt
durch (x, y) Tabellen, x − y Graphen und/oder durch
Terme wie y = f(x) = x2 + sin(x).



I.1 Mengen und Abbildungen - Beispiel
D := {n ∈ N | n/2 /∈ N} (ungerade natürliche Zahlen)
Z = R (alle reelen Zahlen = beliebige Dezimalzahlen)
Funktionsterm f(x) = ln(x).
Tabelle und Graph Darstellung meist unvollständig. Funktionsterm
allgemeiner.

Der Funktionsterm ln(x) gibt Anlass, auf das kontinuierliche
Intervall D′ := [1; ∞[ ohne Lücken zu einer stetigen Kurve zu
erweitern. Geht auch D′′ :=]0; ∞[ ?



I.1 Mengen - Notationen

I Auflistung: N = {1, 2, 3, ...}, Element: 3 ∈ N

I Eigenschaftsaussagen:
N = {n | n = 1 ∨ ∃m ∈ N : n = m + 1} (rekursiv)

I Menge von Mengen: M = {{Otto, Karl} , {(0|1), (3|2)}},
1 /∈ M , (0|1) /∈ M , {(0|1), (3|2)} ∈ M

I Die leere Menge ∅ = { } hat kein Element, 0 /∈ ∅
I Als Mächtigkeit einer Menge bezeichnet man die Anzahl der

Elemente: | {3, 5, 2888} | = 3, |∅| = 0, |N| = ∞



I.1 Mengen - Relationen TAFEL003

I Teilmenge x ∈ N ⊂ M :⇔ x ∈ N ⇒ x ∈ M

I Schnittmenge x ∈ N ∩ M :⇔ x ∈ N ∧ x ∈ M

I Vereinigungsmenge x ∈ N ∪ M :⇔ x ∈ N ∨ x ∈ M

I Die Produktmenge (x, y) ∈ N × M :⇔ x ∈ N ∧ y ∈ M

I Die Potenzmenge einer Menge ist die Menge aller ihrer
Teilmengen.

I Warnung: Es gibt logisch unhaltbare Mengenbildungen wie die
Menge aller Mengen

I Mengen werden axiomatisch, d.h. über widerspruchsfreie
Eigenschaften,

I oder konstruktiv, d.h. durch bekannte Regeln aus
Vorherigem gebildet.





I.1 Mengen - Abbildungen TAFEL004

I Teilmengen von Produktmengen heißen Relationen:
R ⊂ D × Z, (x, y) ∈ R

I Abbildungen A : D → Z sind Relationen mit eindeutiger
Zuordnung x 7→ y = A(x)

I Eine Abbildung A heißt injektiv
:⇔ x1 6= x2 ⇒ A(x1) 6= A(x2)

I Eine Abbildung A heißt surjektiv :⇔ A(D) = Z

I Eine Abbildung A heißt bijektiv (umkehrbar eindeutig) :⇔ A
ist injektiv und surjektiv.

I Für bijektive Abbildungen gibt es eine Umkehrabbildung
A−1 mit: A(x) = y und A−1(y) = x.

I Als Verkettung (Hintereinanderausführung) zweier
Abbildungen A : M → N , B : N → O wird definiert:
B ◦ A : M → O, x 7→ B(A(x))







I.2 Gruppen

Die elementarste Struktur in der Mathematik heißt (Halb-)
Gruppe (G, ◦). Sie wird für eine Menge G mit einer Abbildung ◦
axiomatisch (durch ein widerspruchsfreies Regelwerk) festgelegt.

I Verknüpfung ◦ : G × G → G, (g, f) 7→ g ◦ f

I Assoziativ ∀g, f, h ∈ G : (g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h)

I Neutrales Element ∃e ∈ G : g ◦ e = e ◦ g = g

I Inverses ∀g ∈ G ∃g−1 ∈ G : g ◦ g−1 = e = g−1 ◦ g
(Nicht bei Halb-Gruppen!)

I Kommutative Gruppe falls zusätzlich gilt:
∀g, f ∈ G : g ◦ f = f ◦ g (auch “Abelsche Gruppe”)
TAFEL005





I.3 Zahlenmengen N0,Z,Q

I N0 = {0, 1, 2, 3 . . .} mit + als Verknüpfung eine kommutative
Halbgruppe, 0 ist Neutrales El.

I Z = {0, ±1, ±2, ±3 . . .} mit + als Verknüpfung eine
kommutative Gruppe, Inverses zu z als −z bezeichnet.
−0 = 0.

I Zusätzliche Verknüpfung · auf Z, z.B rekursiv über
z1 · (z2 + 1) = z1 · z2 + z1 = (z2 + 1) · z1.

I (Z, ·) mit 1 als Neutrales ist Halb-Gruppe.

I Inverses zu z als z−1 oder 1
z bezeichnet erweitert Z zu

Q =
{

p
q |p, q ∈ Z, q 6= 0

}

I 0 hat kein Inverses bzgl. · warum? nicht eindeutig!

I + und · sind über das Distributivgesetz verknüpft!

I a · (b + c) = a · b + a · c



I.3 Zahlenmengen Q und R

I (Q, +, ·) 2 Verknüpfungen mit jeweils Gruppenstruktur, über
das Distributivgesetz verknüpft. Neutrales Element zu + hat
kein Inverses zu ·: Algebraische Struktur heißt Körper.

I Im Körper hat a · x + b = c (a 6= 0) genau eine Lösung

x = (c−b)
a

I x2 = a hat aber nicht immer Lösungen in Q, ±
√

2 /∈ Q

I Aber Q hat eine Ordnungsstruktur a < b mit
Trichotomie: (a < b) ∨̇ (a = b) ∨̇ (b < a) Vergleichen der
Zähler bei gemeinsamen Nennern, n + 1 > n
Transitivität: a < b ∧ b < c ⇒ a < c
Verträglichkeit mit +, ·: a < b ⇒ a + c < b + c ;
a < b ∧ c > 0 ⇒ a · c < b · c

I Durch Abstände |b − a| = b − a wenn > 0, sonst
|b − a| = a − b eine Topologiestruktur (Umgebungsstruktur)



I.3 Zahlenmengen Q, R

I Häufungspunkt: a ist ein Häufungspunkt einer Folge
a0, a1.a3 . . . wenn ab einem n0 alle Werte an in einer beliebig
kleinen Umgebung von a liegen:
∀ε > 0 ∃n0 : ∀n > n0 : |an − a| < ε.

I
√

2 beliebig genau in Q approximierbar

I
√

2 ein Häufungspunkt der immer genaueren
Approximationsfolge

I Abschluss(=Menge aller Häufungspunkte) von Q = Körper
der reelen Zahlen R

Q = R

I Visualisierung als eindimensionale Gerade der reellen Zahlen
————————————————–0—–1——————–

I Leider nicht alle algebraischen Gleichungen, z.B x2 + 2 = 0,
in R lösbar.



I.3 Zahlenmengen C

I Die zweidimensionale Zahlenmenge C erfüllt als Körper den
Hauptsatz der Algebra. Jedes Polynom vom Grad n

anzn + . . . + a1z + a0 = 0

hat n Lösungen z1, . . . zn (mehrere können gleich sein).

I Es gilt dann die Linearfaktorzerlegung

n
∑

k=0

akzk = an

n
∏

l=1

(z − zl)

I Die Idee dazu: ı als Drehung um 90◦ in einer Zahlenebene

ı · 1 = ı ; ı · ı = −1 ; ı · −1 = −ı ; ı · −ı = 1

√
−1 = ı

da ı · ı = −1



I.3 Zahlenmengen C
C = {z = x + ıy|x, y ∈ R} als Körper mit + und ·

Realteilachse

Ebene der komplexen Zahlen

−1=i·i

Imaginärteilachse

i

z=3+i 4

iz=i(3+i 4)=−4+3 i

1

iz=i(3+i 4)=−4+3 i

i· dreht um 90°



I.3 Zahlenmengen C
Durch die Eulerdarstellung z = |z|eıϕ = |z|(cos ϕ + ı sin ϕ)
Gleichungen leichter lösen; z.B
z1/2 = |z|1/2eı(ϕ+360◦)/2 = ±|z|1/2eı(ϕ)/2

Realteilachse

Euler Darstellung komplexer Zahlen
Mit Betrag und Winkel und 
Exp-Funktion 

Imaginärteilachse

i

z=3+i 4z=|z|(cosφ+i sinφ)

1

z=|z|ei φ

|z|=√32+4
2=5

φ=tan
−1(4 /3)=53 ,13°

z=3+i 4=5e
i53 ,13°



I.3 Zahlenmengen C
Neben Vorzeichenwechsel in C eine weitere zweiwertige Operation
mit “Betragseffekt”: ∗-Operation des komplexen Konjugierens



II. Vektorräume

II.1 Einführung

II.2 Linearkombination von Vektoren

II.3 Lineare Unabhängigkeit, Basis und Dimension

II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)



II.1. Einführung

Vektorräume als algebraische Struktur für parallel verarbeitbare
Problemlösungen. Vektoren durch Listen von Zahlen darstellbar

~v =











v1

v2

v3

v4











:=











1
24
12
−6











mit denen man für jede Komponente vk der Liste auf gleiche
(parallele) Weise rechnen kann.

(1) ~v könnte Lagerbestand an Stückzahlen (negative Zahl =
fehlend) bei 4 unterscheidbaren Produkten sein. Ein-Ausgänge
durch komponentenweise Addition/Subtraktion



II.1 Einführung

(2) ~v mit nur drei Komponenten könnte eine Verschiebung
zwischen zwei Punkten im Raum sein

(3) ~v mit nur drei Komponenten könnte eine physikalische Größe
sein wie Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft oder
elektrisches Feld, die im Raum an jeder Stelle durch eine Stärke
und eine Richtung charakterisiert sind: Vektorfelder

(4) ~v könnte einen Zustand mit 4 unterscheidbaren Eigenschaften
irgendeines veränderlichen Systems beschreiben.



II.1 Einführung

Bei (1) und (4) steht die zeitliche Veränderung der Vektoren im
Fokus (Dynamik), die durch lineare Abbildungen, dargestellt durch
Matrizen, beschrieben werden. Das steht bei stochastischen
Prozessen und in der Quantenmechanik im Vordergrund.

Bei (2) und (3) stehen die rechnerischen Verknüpfungen wie
Addition, Multiplikation mit einem Skalar,
Skalarmultiplikation und Kreuzprodukt im Fokus, was auch der
Schwerpunkt in der klassischen Physik (Mechanik,
Elektrodynamik als Vektorfeldtheorie) ist. Zeitliche
Veränderungen (Dynamik) durch Differentialgleichungen für
Bahnen im Raum bzw. für die Vektorfelder. TAFEL006



G





II.2 Linearkombinationen von Vektoren
Veranschaulichung der Verknüpfungen + und · in Vektorräumen
durch Verschiebungsvektoren im Anschauungsraum.

~v =
−−→
AB



II.2 Linearkombinationen von Vektoren

"Schaft an Spitze" definiert Vektoraddition.
−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC;

Gegenvektor −−−→
AB =

−−→
BA ; Nullvektor ~0 =

−→
AA



II.2 Linearkombinationen von Vektoren



II.2 Linearkombinationen von Vektoren

Wir schließen: Verschiebungsvektoren mit der Addition bilden eine
kommutative (abelsche) Gruppe:
(Assoziativität) (~a +~b) + ~c = ~a + (~b + ~c).
(Existenz eines Neutralen Elements) ~a + ~0 = ~a.
(Existenz eines Inversen Elements zu jedem Element)
−~a + ~a = ~0.
(Kommutativität) ~a +~b = ~b + ~a.
Diese vier (V, +)-Regeln sind für alle Vektorräume definierend.



II.2 Linearkombination von Vektoren



II.2 Linearkombination von Vektoren

Das Multiplizieren eines Vektors mit einer reelen Zahl λ wird als
Strecken-Stauchen-Spiegeln eingeführt. Für eine rationale Zahl1

λ = p/q mit p, q ∈ N definieren wir λ · ~a implizit durch die
Forderung aus der Abbildung vorher:

q
∑

k=1

p

q
· ~a =

p
∑

l=1

~a . (∗)

Die Multiplikation mit −1 wird als Spiegelung, d.h. als
Gegenvektor eingeführt.

(−1) · ~a = −~a.

Die Multiplikation soll assoziativ sein: λ · (µ · ~a) = (λ · µ) · ~a und
es soll keinen Unterschied machen, ob wir die Zahl vor den Vektor
oder den Vektor vor die Zahl schreiben, ~a · λ := λ · ~a.

1Jede reelle Zahl lässt sich beliebig genau durch eine rationale Zahl

approximieren.



II.2 Linearkombination von Vektoren
Folgende Regeln machen (V, +) zu einem Vektorraum (V, +, ·)
über einem Körper K: ∀λ ∈ K:
(Linearität 1) λ · (~a +~b) = λ · ~a + λ ·~b
(Linearität 2) (λ + µ) · ~a = λ · ~a + µ · ~a
(Existenz eines neutralen Elements) 1 · ~a = ~a
(Assoziativität) λ · (µ · ~a) = (λ · µ) · ~a
Vektoren durch Linearkombinationen beschreibbar.



II.3 Lineare Unabhängigkeit, Basis und Dimension
Von Bedeutung: Wie viele Vektoren (die nicht ~0 sind) nötig für
~X = 0?



II.3 Lineare Unabhängigkeit, Basis und Dimension

Definition: n Vektoren ~a1, . . . ,~an heißen linear unabhängig, wenn
[

∀ {λk}k=1,...,n mit
n
∑

k=1

λk~ak = ~0

]

⇒ λk = 0 .

Zwei linear abhängige Vektoren sind Vielfache voneinander, also
parallel.
Es gilt ein (nicht ganz leicht zu beweisender) Satz:
In jedem Vektorraum gibt es immer eine größtmögliche Anzahl d
linear unabhängigen Vektoren.
d heißt die Dimension des Vektorraumes.
Es gibt auch unendlichdimensionale Vektorräume, z.B.
Vektorräume von Funktionen (siehe Übung).



II.3 Lineare Unabhängigkeit, Basis und Dimension

In einem n-dimensionalen Vektorraum kann daher jeder Vektor ~v
als Linearkombination von n linear unabhängigen Vektoren
B := {~ak}k=1,...,n dargestellt werden (TAFEL007):

∃ {vk}k=1,...,n mit~v =
n
∑

k=1

vk · ~ak .

Die Zahlen {vk}k in einer Spalte angeordnet repräsentieren dann
den Vektor ~v in der Basis B und heißen Komponenten oder
Koordinaten des Vektors ~v in der Basis B.
Beispiel d = 3: ~v = v1 · ~a1 + v2 · ~a2 + v3 · ~a3

~v =







v1

v2

v3







B

Bei Wechsel der Basis ändern sich auch die Komponenten!





II.3 Lineare Unabhängigkeit, Basis und Dimension

Die Rechenregeln von vorher bewirken: Alles geschieht
komponentenweise gleich:

s~v + t~w =







sv1 + tw1

sv2 + tw2

sv3 + tw3







B

.

In Summenschreibweise für d beliebig:

s~v + t~w =
d
∑

k=1

(svk + twk)~ak ,

(· zwischen Zahlen und Buchstaben bzw. zwischen Buchstaben
weglassen)



II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)
Die Menge aller möglichen Linearkombinationen aus m Vektoren
eines Vektorraumes V heißt lineare Hülle dieser Vektoren,

span (~v1, . . . , ~vm) :=

{

m
∑

k=1

ak~vk|ak ∈ K

}

Für linear unabhängige vk ist span (~v1, . . . , ~vm) ein
m-dimensionaler Untervektorraum von V.
Die lineare Hülle einer Basis von V ist V , span B = V . Die
Koeffizienten ak eines Vektors ~w in einer linearen Hülle sind
Lösung eines lineares Gleichungssystems (LGS)

m
∑

k=1

ak~vk = ~w

Die Koeffizientenmatrix Mkl eines Basiswechsels B → B′ ist
Lösung des LGS

~ak =
n
∑

l=1

Mkl
~a′

l



II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)
Geraden g im Vektorraum als Abbildungen t ∈ R 7→ ~X(t)
darstellbar.
Aufpunktvektor ~P + t· Richtungsvektor ~v:



II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)

In Koordinaten in d = 3 sei eine Gerade

g : ~X(t) =







2
−1
0






+ t







1
−1
3









II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)

Ebenen E durch Abbildungen (t, s) ∈ R2 7→ ~X(t, s) darstellbar.
Stützvektor ~P + t· Spannvektor ~v + s·Spannvektor ~w:



II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)

In Koordinaten sei eine Ebene E so:

E : ~X(t, s) =







20
−4
0






+ t







0
−10

1






+ s







−10
0
1









II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)

Als Beispiel einer Beziehungsaufgabe:
Haben E und g gemeinsame Punkte?
Dazu ~X(t) von g und ~X(r, s) von E komponentenweise
gleichsetzen (→ LGS)

2 + t = 20 + 0r − 10s

−1 − t = −4 − 10r + 0s

0 + 3t = 0 + r + s

Sortieren: Variablen in der Reihenfolge r, s, t links und Zahlen
(Faktor 1) rechts.
Das LGS durch eine Matrix eindeutig dargestellt: Spalten zu
Variablen von links nach rechts als r, s, t, 1. Erlaubte - die
Lösungsmenge nicht verändernde - Transformationen sind: (1)
Multiplikation der gesamten Zeilen mit Zahlen (6= 0) und (2)
Additionen/Subtraktionen von Zeilen.



II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)
Wähle die Transformationen so, dass sukzessive 0 in die Matrix
kommt, bis zu einer Dreiecksform - oder noch besser -
Diagonalgestalt. An der Diagonalgestalt liest man die Lösung ab.
Dieses Vorgehen Gauss-Algorithmus kennen Sie aus der Schule.
Es ist äußerst robust und auf beliebig große LGS anwendbar.
Natürlich auch mit Unterstützung durch elektronische Rechner.
Im Internet kann man z.B. online RREF aufrufen. Für die Eingabe
mit Spaltenreihung r, s, t, 1

M =







0 −10 −1 −18
−10 0 1 3

1 1 −3 0







lautet die Ausgabe-Matrix (TAFEL008)

Rref M =







1 0 0 −0, 25
0 1 0 1, 75
0 0 1 0, 5






r = −0, 25; s = 1, 75; t = 0, 5.

~X = 2, 5~a1 − 1, 5~a2 + 1, 5~a3.





II.4 Lineare Objekte und Beziehungen (→ LGS)
Rechnergestützten Methoden nutzen optimierte Algorithmen
Cramersche Regel folgt noch
Händisch geeignet ist das Gauss-Verfahren - hier noch zwei
Beispiele



III. Euklidische Vektorräume

III.1 Skalarprodukt für Längen und Winkel

III.2 Orthonormale Basen

III.3 Kreuzprodukt und Spatprodukt in 3D

III.4 Hermitesches Skalarprodukt über C



III.1 Skalarprodukt für Längen und Winkel
Längen |~u| , |~w| und Winkel α zwischen zwei Vektoren ~u,~v sind im
Skalarprodukt gespeichert. Das ist eine Zahl (Skalar), die durch
senkrechte Projektion gebildet wird.



III.1 Skalarprodukt für Längen und Winkel

Die Definition lautet dazu:

~u ∗ ~v := |~u| |~v| cos α .

Als Schreibweisen findet man auch andere Multiplikationszeichen
oder Klammern, z.B. ~u · ~v; 〈~u,~v〉 ; (~u;~v). Um Eindeutigkeit und
Symmetrie bezüglich der beiden Vektoren zu gewährleisten, wird
der Winkel im Gradmaß auf α ∈ [0; 180◦] bzw. im Bogenmaß auf
α ∈ [0; π] beschränkt. Die wichtigen geometrischen
Eigenschaften, die man aus der Definition ablesen kann sind:
Die Länge eines Vektors ist gegeben als v := |~v| =

√
~v ∗ ~v.

Zwei endlich lange Vektoren stehen genau dann senkrecht
aufeinander, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet (Sie haben
keinen Projektionsanteil aneinander): ~v ∗ ~w = 0 ⇔ ~v⊥~w.
Für zwei parallele Vektoren (α = 0, π) gilt: ~v ∗ ~w = ±vw.
Da cos α betraglich immer in [0, 1] liegt, gilt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung |~v ∗ ~w| ≤ vw.



III.1 Skalarprodukt für Längen und Winkel
Die daraus ableitbaren Eigenschaften kann man umgekehrt als
axiomatische Struktureigenschaften eines Skalarproduktes
definieren; Längen und Winkel sind dann daraus abgeleitet.
(~v, ~w) ∈ V × V 7→ 〈~v, ~w〉 ∈ R mit
I (Symmetrie) 〈~v, ~w〉 = 〈~w,~v〉.
I (Bilinearität) 〈(s~v1 + t~v2), (r ~w1 + u~w2)〉 =

sr 〈~v1, ~w1〉 + tr 〈~v2, ~w1〉 + su 〈~v1, ~w2〉 + tu 〈~v2, ~w2〉.
I (positive Definitheit) 〈~v,~v〉 ≥ 0; 〈~v,~v〉 = 0 ⇔ ~v = ~0.
I Ein Vektorraum mit Skalarprodukt, heißt Euklidischer

Vektorraum.
I Ein Punktraum mit Euklidischem Vektorraum als

Verschiebungsvektorraum heißt Euklidischer Raum
I Das Skalarprodukt induziert eine Norm auf dem Euklidischen

Raum, die Abstände definiert
I ~v ∈ V 7→ ‖~v‖ := 〈~v,~v〉1/2 ∈ R+

I Es gilt dann Cauchy-Schwarz: | 〈~v, ~w〉 | ≤ ‖~v‖‖~w‖ TAFEL009
I Winkel definiert über 〈~v, ~w〉 = ‖~v‖‖~w‖ cos α





III.1 Skalarprodukt für Längen und Winkel
2 Anwendungsbeispiele des Skalarproduktes (Übung):
1.) momentane Leistung als Skalarprodukt zwischen der Kraft
auf einen Körper und seiner momentanen Geschwindigkeit

P (t) =
〈

~F (t), ~v(t)
〉

. Arbeit ist das Integral über die Leistung,
∫ t

t0
P (s)ds



III.1 Skalarprodukt für Längen und Winkel

2.) Bestimmung des kürzesten (=senkrechten) Abstandes eines
Punktes P von einer Geraden g. Wir projizieren den

Verschiebungsvektor
−→
AP vom Aufpunkt A zum Punkt P der

Geraden g in Richtung des normierten Richtungsvektors ~v. Dort
erreichen wir den Punkt Q auf der Geraden.

−→
AQ =

〈−→
AP ,~v

〉

‖v‖2 ~v . PQ steht senkrecht auf der Geraden g. Die

Norm von
−−→
PQ = −−→

AP +
−→
AQ ist dann der gesuchte Abstand.



III.2 Orthonormale Basen

Kartesisches Koordinatensystem eines Euklidischen Raumes E
ist neben der Wahl des Ursprungs die Wahl einer
Orthonormalbasis (ONB) E im Euklidischen Vektorraum VE der
Verschiebungsvektoren in E

E = {~ek}k=1,...,n

mit der definierenden Eigenschaft:

〈~ek, ~ej〉 = δkj .

Hierbei Kronecker-Symbol δkj abkürzend für δkj = 0, falls
k 6= j, oder δkj = 1, falls k = j.

Bei einer ONB stehen die Basisvektoren paarweise aufeinander
senkrecht und haben die Länge 1 (Einheitsvektoren).

Einheitsvektor zu einem Vektor: ~̂a = ~a
‖~a‖ . Dann ist ‖~̂a‖ = 1.



III.2 Orthonormale Basen

Mit Darstellung von Vektoren in einer ONB ~v =
∑n

k=1 vk~ek hat
das Skalarprodukt die aus der Schule bekannte Form (zur Übung)

〈~v, ~w〉 = v1w1 + v2w2 + . . . vnwn =
n
∑

k=1

vkwk .

In einer nicht-orthonormierten Basis treten gemischte Terme (wie
v1w2~a1 ∗ ~a2) auf und Faktoren ~ai ∗ ~ai.



III.2 Orthonormale Basen

Wie macht man aus einer Basis eine ONB? Das
Schmidt-Verfahren durch orthogonalen Projektionen und
Normierung schafft es. (zur Übung)

I Aus zwei linear unabhängigen Vektoren ~a,~b zwei orthogonale
bilden

~b′ = ~b −

〈

~a,~b
〉

‖a‖2
~a ⇒

〈

~a, ~b′
〉

= 0 .

I Der l-te orthogonale Vektor ~a′
l aus l − 1 bereits

orthonormierten Vektoren {~ek}k=1,...,l−1 und einem linear
unabhängigen ~al

~a′
l = ~al −

l−1
∑

k=1

~ek 〈~ek,~al〉 .



III.3 Kreuzprodukt und Spatprodukt in 3D

In 3D kann man einen senkrechten Vektor zu zwei linear
unabhängigen Vektoren über das Kreuprodukt definieren:
V × V → V ; (~v, ~w) 7→ ~v × ~w mit folgenden Eigenschaften

I (Antisymmetrie und Orientierung)

~v × ~w = −~w × ~v ⇒ ~v × ~v = ~0 .

I (Bilinearität)

(s~v1 + t~v2) × (r ~w1 + u~w2) = sr(~v1 × ~w1) + su(~v1 × ~w2)

+ tr(~v2 × ~w1) + tu(~v2 × ~w2) .

I Es soll ein Rechts-System für eine ONB {~ek}k=1,2,3 bilden,
d.h.

~e1 × ~e2 = ~e3 ; ~e2 × ~e3 = ~e1 ; ~e3 × ~e1 = ~e2



III.3 Kreuzprodukt und Spatprodukt in 3D
Die Wirkung des Kreuzproduktes auf ein ONB schreibt man
kompakt mit dem Levi-Civita-Symbol εijk :

~ei × ~ej :=
3
∑

k=1

εijk~ek .

Es wechselt unter Vertauschung zweier Indizes das Vorzeichen und
kennt nur Werte ±1
ε123 = ε231 = ε312 = 1 ; ∀(ijk) : εijk = −εjik = −εikj = −εkji

Insbesondere verschwindet es, sobald zwei Indizes gleich sind.



III.3 Kreuzprodukt und Spatprodukt in 3D

Damit gilt allgemein für die Komponenten in einer ONB (Übung):

~u × ~v =







u2v3 − u3v2

u3v1 − u1v3

u1v2 − u2v1






.

Der Betrag ergibt den Flächeninhalt des Parallelogramms, das
von beiden Vektoren gebildet wird,

‖~u × ~v‖ = ‖~u‖‖~v‖ sin α ,

wobei α ∈ [0; π] der Winkel zwischen den Vektoren ist. TAFEL010





III.3 Kreuzprodukt und Spatprodukt in 3D
Durch das Skalarprodukt des resultierenden Vektors von ~a ×~b mit
einem dritten Vektor ~c ergibt sich das Volumen des
Parallelepipeds (Spat genannt) zu diesen drei Vektoren.

Spatprodukt
〈

(~a ×~b),~c
〉

= F · Höhe = Volumen des Spates aus

~a,~b,~c



III.4 Hermitesches Skalarprodukt über C
Mit dem Zahlenkörper C muss man die Axiome für das
Skalarprodukt anpassen, um die positive Definitheit verträglich mit
dem komplexen Konjugieren zu bekommen. Das Hermitesche
Skalarprodukt:
(~v, ~w) ∈ V × V 7→ 〈~v, ~w〉 ∈ C mit

I (Hermitizität) 〈~v, ~w〉 = 〈~w,~v〉∗.

I (Sesquilinearität) 〈(s~v1 + t~v2), (r ~w1 + u~w2)〉 =
s∗r 〈~v1, ~w1〉 + t∗r 〈~v2, ~w1〉 + s∗u 〈~v1, ~w2〉 + t∗u 〈~v2, ~w2〉.

I (positive Definitheit) 〈~v,~v〉 ≥ 0; 〈~v,~v〉 = 0 ⇔ ~v = ~0.

I Das Hermitesche Skalarprodukt induziert eine Norm auf dem
Raum, die Beträge definiert

I ~v ∈ V 7→ ‖~v‖ := 〈~v,~v〉1/2 ∈ R+

I Die wichtigste Anwendung in der Physik ist in der
Quantentheorie als komplexwertige
Wahrscheinlichkeitsamplitude mit Interferenzeffekt:
|A1 + A2|2 = |A1|2 + |A2|2 + 2 |A1| |A2| cos(ϕ)



IV. Determinanten

IV.1 Determinante als orientiertes d-dim. Volumen

IV.2 Axiome zur Determinante



IV.1 Determinante als orientiertes d-dim. Volumen

I Drei Vektoren ~a,~b,~c in kartesischen Koordinaten als Spalten
ergibt eine 3 × 3 quadratische Matrix

M =







m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33






:=







a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3







I Das zugehörige orientierte Spatvolumen ergibt sich zu
〈

~a,~b × ~c
〉

=

= a1(b2c3 − b3c3) + a2(b3c1 − b1c3) + a3(b1c2 − b2c1)

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a2b1c3 − a3b2c1 .

I Bilden die drei Vektoren ein Rechtssystem ist das orientierte
Volumen positiv, andernfalls negativ.

I Bei linear abhängigen Vektoren verschwindet das
Spatvolumen!



IV.1 Determinante als orientiertes d-dim. Volumen
I Ausgedrückt durch die Matrixelemente mkl, ( k, l für die

Zeilen- , Spaltennummer) wird das orientierte Spatvolumen
als Determinante der Matrix M bezeichnet:

det(M) : = m11m22m33 + m21m32m13 + m31m12m23

− m11m32m23 − m21m12m33 − m31m22m13 .

I Mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols lässt sich das kompakt
schreiben als (Leibniz-Formel)

det(M) =
3
∑

i=1,j=1,k=1

εijk · m1im2jm3k .

I Auch für D = 2 kann man die orientierte Fläche analog
darstellen,
det(M) =

∑2
i=1,j=1, εij · m1im2j = m11m22 − m12m21 ,

wobei das d = 2 Levi-Civita-Symbol analog definiert ist (±1
für 12 bzw. 21 , 0 sonst).



IV.1 Determinante als orientiertes d-dim. Volumen

I Für d = 1 als orientierte Länge: det(M) = m11 ,

I Mit allgemeinem Levi-Civita-Symbol für eine d × d
symmetrische Matrix

det(M) :=
d
∑

i1,i2,...id=1

εi1i2...id
m1i1

m2i2
. . . mdid

mit ε12...d = 1; auch alle mit gerader (ungerader · − 1)
Anzahl an Vertauschungen erreichten Reihenfolgen und 0 bei
mehrfach vorkommenden Ziffern in der Reihenfolge.

I Die Determinante wird in jeder Dimension als das
d-dimensionale orientierte Volumen des Parallelepipeds der
Spaltenvektoren aufgefasst.

I Das Verschwinden der Determinante ist ein sicherer
Hinweis auf lineare Abhängigkeit von d
(nicht-verschwindenden) Spaltenvektoren.



IV.2 Axiome zur Determinante

Aus der Leibniz-Formel bzw. aus orientiertem Volumen eine
axiomatische Charakterisierung möglich.

I (Multilinearität 1) ∀j ∈ {1, . . . , D} :
det (~a1 . . . s · ~aj . . .~aD) = s · det ((~a1 . . .~aj . . .~aD).

I (Multilinearität 2)

∀j ∈ {1, . . . , D} : det
(

~a1 . . .~aj +~b . . .~aD

)

=

det (~a1 . . .~aj . . .~aD) + det
(

~a1 . . .~b . . .~aD

)

.

I (Alternierend) ∀(i, j) ∈ {1, . . . , D}2 :
det (~a1 . . .~ai . . .~aj . . .~aD) = −det (~a1 . . .~aj . . .~ai . . .~aD).



IV.2 Axiome zur Determinante

Für d = 1, 2, 3 leicht nachzurechnen ist der im allgemeinen d
gültige Determinanten-Entwicklungssatz von Laplace:

det (~a1 . . .~ad) =
d
∑

k=1

(−1)1+kak1 · det(Ak1),

wobei Ak1 eine (d − 1) × (d − 1) symmetrische Matrix ist, die
durch Streichen der k-ten Zeile und 1-ten Spalte entstanden ist.
TAFEL011





IV.2 Axiome zur Determinante

I Spalten kann man unter Beachtung des Alternierens
durchtauschen und daher die Determinante bezüglich jeder
Spalte entwickeln.

I Das Verfahren kann man iterieren, bis man bei d = 1 landet
und die Leibniz-Formel zurückgewinnt.

I Ein großer Vorteil der Laplace-Regel wird ersichtlich, wenn
viele Matrixelemente Null sind.

I So ergibt sich z.B., dass Matrizen von Dreiecksgestalt als
Determinante einfach das Produkt der Diagonalelemente
haben!

I Spalten und Zeilen kann man auch vertauschen, da die
Leibniz-Formel zeigt, dass die Determinante der
transponierten Matrix MT, mT

ij := mji, unverändert bleibt:

detMT = detM .



V. Lineare Abbildungen und Lineare Gleichungssysteme

V.1 Lineare Abbildungen mit Beispielen

V.2 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

V.3 Determinantenproduktsatz

V.4 Matrizen für Projektionen, Streckungen,
Drehungen

V.5 Krummlinige Koordinaten: Zylinderkoordinaten

V.6 Matrixmutiplikation und LGS, Inverse Matrix

V.7 Eigenwerte und Eigenvektoren



V.1 Lineare Abbildungen mit Beispielen
I Eine lineare Abbildung A : V → W ~v 7→ A(~v) = ~w erhält die

Vektorraum-Struktur,
A(s~v1 + t~v2) = (sA(~v1) + tA(~v2)) ∈ W .

I Sehr häufig handelt es sich um Abbildungen innerhalb des
gleichen Vektorraums A(~v ∈ V ) ∈ V .

I Beispiele für lineare Abbildungen:
Strecken ,Stauchen, Spiegeln As : ~v 7→ s~v.
Basiswechsel AB→B′ : ~b′

k =
∑d

l=1 mkl
~bl.

Orthogonale Projektion auf eine Richtung ~̂a,
Pâ(~v) := (~̂a ∗ ~v) · ~̂a.
Drehungen D~α um eine Achse ~̂α mit dem Winkel α,
D~α(~v) = ~v′ mit: die Komponente von ~v′ in Achsrichtung ist
unverändert zu der von ~v , die Komponente von ~v′ in der
Ebene senkrecht zur Achse bildet mit der von ~v einen Winkel
α und ‖~v′‖ = ‖~v‖. Abbildungsterme für Drehungen folgen
noch.

I Eine Verschiebung um einen festen Vektor, ~v 7→ ~v + ~a ist
übrigens keine lineare Abbildung.



V.2 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

I Beim Basiswechsel sieht man, dass die lineare Abbildung
durch eine d × d Matrix mit Komponenten mkl festgelegt ist.

I Ausgedrückt mit Hilfe von Basen ist jede lineare Abbildung
durch Matrizen darstellbar! Im Folgenden sei V = W und eine
ONB {~ek}k=1,...,d gegeben.

I Es reicht A : V → V auf die Basisvektoren zu kennen:

A(~el) =
d
∑

k=1

~ek · akl,

wobei d2 Zahlen akl die lineare Abbildung festlegen.

I Man kann sie bei einer ONB auch durch Skalarmultiplikation
mit der Basis berechnen:

aml = ~em ∗ A(~el) . (LA − M)



V2. Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

I In Komponenten vl eines Vektors ~v =
∑d

l=1 vl~el lautet die
Abbildungsvorschrift

A(
d
∑

l=1

vl~el) =
d
∑

l,k=1

~ek · akl · vl,

I Durch Skalarmultiplikation mit ~em erhalten wir die m-te
Komponente des Bildvektors

A(
d
∑

l=1

vl~el)m =
d
∑

l=1

amlvl . (M1)



V2. Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

I Die Vorschrift (M1) lässt sich mit den aml als Matrix A und
den vl als Spaltenvektoren ~v als Matrixmultiplikation einer
Matrix mit einen Spaltenvektor definieren: A(~v) = A · ~v

I Sie ist zeilenweise definiert wie eine Skalarmultiplikation
zwischen einem Zeilenvektor der Matrix A und dem
Spaltenvektor ~v:



V.2 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

Vielleicht kennen Sie aus der Schule die Matrixmultiplikation mit
einem Vektor für stochastische Prozesse: Ein Zustandsvektor ~v
wird in einem Zeitschritt t0 → t1 mit Hilfe einer stochastichen
Matrix S auf einen neuen Zustandsvektor abgebildet,

~v(t1) = S~v(t0).

Dies kann man wiederholen für einen weiteren Zeitschritt und
fortsetzen.

~v(t2) = S~v(t1) = SS~v(t0) = S2~v(t0).

Wir benötigen dann also die
Hintereinanderausführung=Verkettung linearer Abbildungen
und Multiplikation von Matrizen. Diese Art der Verkettung
linearer Abbildungen als Dynamik von Zuständen wird Ihnen
spätestens in der Quantenmechanik wieder begegnen.



V.2 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

In Komponenten entspricht die Verkettung zweier linearer
Abbildungen B(A(•)) der Matrixmultiplikation der beiden
Matrizen (A · B)(•), die wieder nach dem Schema Zeile ∗ Spalte
funktioniert.

Zur Warnung! Die Matrixmultiplikation ist i.A. NICHT
kommutativ. Zum Beispiel kommt es bei zwei Drehungen
nacheinander um verschiedene Achsen auf die Reihenfolge an.



V.3 Determinantenproduktsatz

I Die Determinante hat eine verblüffend einfache Regel
bezüglich der Multiplikation von (quadratischen) Matrizen:
Sie ist strukturerhaltend, d.h.

det(A · B) = (detA) · (detB) .

I Der Beweis dieses "wunderschönen"
Determinatenproduktsatzes kann mit einer trickreichen
Ausnutzung der multilinearen alternierenden Eigenschaften der
Determinante durchgeführt werden
(https://de.wikiversity.org/wiki/
Determinante/Multiplikationssatz/Mit_

Spalten/Fakt/Beweis) und wird hier nicht versucht.

https://de.wikiversity.org/wiki/Determinante/Multiplikationssatz/Mit_Spalten/Fakt/Beweis
https://de.wikiversity.org/wiki/Determinante/Multiplikationssatz/Mit_Spalten/Fakt/Beweis
https://de.wikiversity.org/wiki/Determinante/Multiplikationssatz/Mit_Spalten/Fakt/Beweis


V.3 Determinantenproduktsatz
I Die inverse Matrix zu einer Matrix ist definiert über

A−1 · A = Ed ,

wobei Ed die Einheitsmatrix mit nur 1 auf der Digonalen und
0 sonst ist. Ed ist das neutrale Element der
Matrixmultiplikation.

I Der Determinantenmultiplikationssatz besagt dann:

detA−1 =
1

detA
.

I Wenn eine Matrix eine verschwindende Determinante hat,
kann sie nicht invertiert werden! Sie hat Spalten- bzw.
Zeilenvektoren, die linear abhängig sind voneinander und
somit kein D-dimensionales Volumen aufspannen.

I Die obige Gleichung kann dann als LGS für A−1 nicht
eindeutig gelöst werden mit dem Gauss-Verfahren.

I Es gilt tatsächlich: Eine quadratische Matrix A besitzt eine
eindeutige inverse Matrix A−1 ⇔ detA 6= 0.



V.4 Matrizen für Projektionen, Streckungen, Drehungen

I Die Matrixdarstellung einer Projektion aus der Formel (LA-M)
als

P~̂a;ml
= ~em ∗ Pâ(~el) = âl · âm .

I Insbesondere, wenn ~̂a = ~ek gewählt wird, gilt:

P~ek;ml = δkmδkl .

Nur ein Element der Matrix 1 an der Diagonalstelle zu k, alle
anderen sind 0, z.B.

P~e2
=







0 0 0
0 1 0
0 0 0






.



V.4 Matrizen für Projektionen, Streckungen, Drehungen

I Die Matrixdarstellung der Streckung aus der Formel (LA-M)
als

As;ml = ~em ∗ As(~el) = s · δml .

I also ein s-faches der Einheitsmatrix,

As =







s 0 0
0 s 0
0 0 s






.



V.4 Matrizen für Projektionen, Streckungen, Drehungen

I Wahl der 3−Achse in Richtung der Drehachse.



V.4 Matrizen für Projektionen, Streckungen, Drehungen
I Zu den Bedingungen in der Abbildung ziehen wir das

Skalarprodukt heran:

v1v′
1 + v2v′

2 = ((v1)2 + (v2)2) · cos α .

I und das Kreuzprodukt der beiden Projektionen,

v1v′
2 − v2v′

1 = ((v1)2 + (v2)2) · sin α .

I Mit Gauss-Verfahren erhalten wir die Gleichungen für v′
1, v′

2

als Funktion der Koordinaten v1, v2 und des Winkels
α.TAFEL012

v′
1 = v1 cos α − v2 sin α; v′

2 = v1 sin α + v2 cos α .

I Die Matrix einer Drehung um die 3−Achse lautet

Dα~e3
=







cos α − sin α 0
sin α cos α 0

0 0 1






.





V.4 Matrizen für Projektionen, Streckungen, Drehungen
Am Beispiel der zweier Drehungen nacheinander (erst um die
3-Achse um 90◦, dann um die 1-Achse um 90◦) sieht man klar,
dass es auf die Reihenfolge ankommt.

In der Quantenmechanik wird es wichtig, dass die Eigenschaft der
Drehung um zwei verschiedene Achsen zwei nicht zusammen
vorliegende (inkompatible) Eigenschaften sind: Eine kann vorliegen
und später die andere; aber nicht beide zusammen gleichzeitig.



V.5 Krummlinige Koordinaten: Zylinderkoordinaten
Kartesische Koordinaten xj eines Vektors ~x sind dann nicht gut
geeignet, wenn Untermannigfaltigkeiten im Raum durch
Symmetrien definiert sind, wie z.B. Kreisflächen, Kugeloberflächen
oder Zylinderoberflächen oder Kurven auf diesen Flächen. Bei
angepassten Koordinaten sind einige wie z.B. der Radius einer
Kugel konstant. Hier schon mal Zylinderkoordinaten:



V.6 Matrixmutiplikation und LGS, Inverse Matrix

I Ein lineares Gleichungssystem zu Variablen x1, x2, x3 mit einer
Koeffizientenmatrix mit Spaltenreihung zu (x1 x2 x3 1) -wie
bereits dargestellt- kann auch als Matrixgleichung aufgefasst
werden von der Form

A · ~x = ~b , (LGM)

wobei A die Koeffizienten der Spaltenreihung (x1 x2 x3)
beinhaltet und ~b die Spalte der Koeffizienten ohne Variablen
auf der rechten Seite des LGS.

I Fasst man das LGS so auf, sucht man nach einer inversen
Matrix A−1 zu A, denn bei ihrer Existenz ist

~x = A−1 ·~b .



V.6 Matrixmutiplikation und LGS, Inverse Matrix
I Mit Hilfe des Determinatenproduktsatzes kann man aus

(LGM) eine explizite eindeutige Lösung durch Determinaten
angeben. Sie heißt Cramersche Regel und ist anwendbar,
wenn A invertierbar ist.

(detA) · xj = detÃj ⇒ xj =
detÃj

detA
.

I Man erhält sie aus dem Produktsatz, indem man den
Spaltenvektor ~x so zu einer d × d Matrix erweitert, dass er an
der j-ten Spalte steht und sonst nur 1 auf den Diagonalen
und 0 sonst eingetragen sind. Auf der rechten Seite der
Matrixgleichung steht dann eine Matrix Ãj , die aus A

entsteht, wenn man an der j-ten Spalte den Vektor ~b einträgt.
Man kann sich durch die Regel Zeile ∗ Spalte davon
überzeugen, dass das die gleichen Aussagen liefert wie
(LGM).TAFEL013

I Für hohe Dimensionen d wächst der Berechnungsaufwand für
die Determinanten rasch an.





V.7 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
I Oft will man wissen, ob für bestimmte Vektoren ~xλ die Matrix

wie eine einfache Multiplikation wirkt,

A · ~xλ = λ~xλ .

λ heißt dann Eigenwert der Matrix A zum Eigenvektor ~xλ.
I Über Bedingungen der Existenz, der Eindeutigkeit und

Anwendungen werden Sie im weiteren Studium mehr erfahren.
I Zur Motivation: (1.) In der Quantenmechanik treten die

Eigenschaften von Größen als Eigenwerte von linearen
Abbildungen auf.
(2.) In der Mechanik von starren Körpern treten Eigenwerte
des Trägheitstensors als Hauptträgheitsmomente auf.
(3.) In der Mechanik von kontinuierlichen Medien treten
Eigenwerte des Spannungstensors als Hauptspannungen
auf.
(4.) Bei LGS dienen Eigenvektoren dazu, die gekoppelten
Variablen in unabhängige neue Variablen zu entkoppeln.



V.7 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
I Bei starren Körpern ist der Drehimpuls ~L eine lineare

Abbildung des momentanen Drehvektors ~ω, (analog zu
Impuls = Masse · Geschwindigkeit)
~L = T · ~ω (T Trägheitstensor analog zu träger Masse).

I ~ω zeigt in Drehachsenrichtung, ‖~ω‖ ist die
Winkelgeschwindigkeit. ~L ändert sich nicht, wenn keine
Drehmomente wirken. Wenn ~ω ein Eigenvektor von ~L ist,
ändert er sich auch nicht. Andernfalls “eiert” die Drehachse.



V.7 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
I In einer körperfesten ONB sind daher die Eigenwerte λ der

Trägheitsmatrix T als Hauptträgheitsmomente und die
zugehörigen Eigenvektoren ~xλ für die
Hauptachsenrichtungen gesucht, die zu stabilen freien
Rotationen führen.

I Das Auffinden der Eigenwerte geht nach folgendem Verfahren
für eine d × d Matrix T :

I Aus T~x = λ~x ⇔ (T − λEd)~x = ~0 und ~x 6= ~0 folgert man die
Bestimmungsgleichung der Eigenwerte als Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

det(T − λEd) = 0 .

I Das Polynom vom Grad d in λ hat d i.A. komplexe Lösungen
(bei symmetrischen reelen Matrizen sind sie reell).

I Kennt man ein λ, findet man Eigenvektoren dazu durch Lösen
des LGS (T − λEd)~xλ = 0.



V.7 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix TAFEL014

I Beispiel für einen flachen in der 1 − 2 Ebene liegenden Körper
bei Koordinatenachsen, die nicht in Hauptachsenrichtung
liegen

T =







2 −1/3 0
−1/3 5/9 0

0 0 23/9






.

Charakteristisches Polynom det(T − λE3) = 0 liefert

((2 − λ)(5/9 − λ) − 1/9) (23/9 − λ) = 0

I Die drei Lösungen sind: λ3 = 23/9, λ1,2 = 23/18 ±
√

205/18.

I Dass ~e3 = ~xλ3
Eigenvektor zu λ3 ist, sieht man durch

Einsetzen.



V.7 Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix TAFEL014
I Für ~xλ1

setzt man das LGS an






2 − λ1 −1/3 0
−1/3 5/9 − λ1 0

0 0 23/9 − λ1













(x1)λ1

(x2)λ1

(x3)λ1






=







0
0
0






.

und nutzt aus, dass (a) (x3)λ1
= 0 sein muss und es (b) eine

redundante Gleichung gibt.
I Man kann daher z.B. (x2)λ1

= 1 frei (6= 0) wählen und (x1)λ1

aus der 1. Gleichung bestimmen zu:
(x1)λ1

= (1/3)(2 − λ1)−1 = −(13 +
√

205)/6.
I Für ~xλ2

ist das Verfahren analog, nur
√

205 muss durch
−

√
205 ersetzt werden.

I Zur Übung: Die drei Eigenvektoren sind orthogonal zueinander
und können zu einer ONB der Hauptachsen gemacht werden.

I Übrigens als Mitteilung: Bei symmetrischen Matrizen sind die
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten immer orthognal
zueinander.





VI. Analysis in einer Veränderlichen

VI.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
Funktionen

VI.2 Differentiationsregeln und Funktionsklassen

VI.3 Potenzreihen und Taylorentwicklung

VI.4 Integral als Stammfunktion und
Flächenberechner

VI.5 Integralregeln und Tabellen für
Funktionsklassen



VI.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit
I Funktionen in einer Veränderlichen sind Abbildungen

f : D → K ; x 7→ f(x) von einer Definitionsmenge D als
Teilmenge eines Körpers in die Zielmenge eines Körpers.
Meist K = R.

I Der Graph der Funktion, d.h. die Punktemenge (x, f(x)) oft
als Ausschnitt graphisch dargestellt für den Eindruck der
lokalen (topologischen=nachbarschaftlichen) Verhältnisse
(Umgebungen von Punkten). Bei weitgefassten Ausschnitten
Eindruck über die globalen topologischen Verhältnisse.

I In den folgenden Skizzen Unterscheidungskriterien erkennbar.



VI.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit



VI.1 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

I f ist im Punkt x stetig :⇔ ∀xn → x : f(xn) → f(x).
f auf D stetig falls f überall punktweise stetig, d.h. f
hinsichtlich Häufungspunkten strukturerhaltend.

I ε-δ Kriterium: f ist im Punkt x stetig ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0
so dass
∀x′ ∈ D mit |x′ − x| < δ ist auch |f(x′) − f(x)| < ε.
TAFEL015

I f ist im Punkt x differenzierbar
:⇔ lim∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x =: f ′(x) =: df(x)

dx existiert in K.
f ist auf D differenzierbar, wenn f überall punktweise
differenzierbar ist. f ′ bzw. df

dx heißt Ableitungsfunktion
(Tangentensteigungsfunktion, Funktion der lokalen
Änderungsraten) zu f .

I f in x differenzierbar, wenn linear approximierbar mit
beliebiger Genauigkeit R: f(x + ∆x) = f(x) + df(x)

dx ∆x + R.

Knapp: ∆f(x) = f(x + ∆x) − f(x) ≈ df(x)
dx ∆x. TAFEL016
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