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18. Nabla- und Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten (/ Punkte)

Sie haben schon des Ofteren die Vorziige von geeigneten Koordinaten in Aktion gesehen. Hier

werden Sie am Beispiel der Zylinderkoordinaten lernen, wie Sie die Ableitungsoperatoren auf ein

gewdhltes Koordinatensystem iibertragen koénnen.

a) Beginnen Sie damit aus r = (7,9,2)T = (rcos(¢),rsin(¢), 2)T die partiellen Ablei-
tungen nach r, ¢, z zu bilden (jeweils unter Konstanthaltung der beiden verbleibenden
Variablen), fiir diese gilt:
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dabei seien e, ey, e, Einheitsvektoren und h,., hg, h, positive Funktionen R3 — R.
Bestimmen Sie diese. Zeigen Sie auferdem, dass die so erhaltenen Einheitsvektoren ein
rechthindiges Koordinatensystem bilden.

b) Man nennt fiir eine ortsabhéngige Funktion df das Differential von f. Wahlt man Ko-
ordinaten z; und einen Koordinatenvektor x mit x; = x; kann man das Differential
“durchziehen”

df (z1, 2, ... Zaz dz; = dx - Vy, f.

Das Differential von r in Zylinderkoordinaten ist also dr = h,e,dr 4+ hgeydd + h.e.dz.
Weiter gilt fiir eine beliebige Funktion f

fd +—fd¢+—fd —dr-V.f.

¢

Vergleichen Sie die Koeffizienten der Differentiale und finden Sie so die Darstellung von
Nabla in Zylinderkoordinaten. (Ergebnis: V, = er% + e¢%a%) + eZ%)

df =

c) Zeigen Sie nun, dass der Laplaceoperator A = V - V in Zylinderkoordinaten gegeben ist
als
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19. Lorentz-Eichung der retardierten Potenziale (4 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie die Greensche Methode zur Lésung von Differentialgleichungen ken-
nengelernt. Fiir die Wellengleichungen
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wurden die Lésungen

[r—r']
— 1 — 1 3 /p(rl7t_ c )
Brt) = (Grp)et) = o [ B
[r—r’|
. . @ 3 /J(rlvt c )
At = mGepet =2 [ T

hergeleitet.

Zeigen Sie, dass diese der Lorenz-Eichung divA + C%%—f = 0 geniigen. Bevor Sie anfangen die
komplizierten Ableitungen der rechten Seiten auszurechnen, erinnern Sie sich daran, dass die Fou-
riertransformation Faltungen faktorisiert. Verwenden Sie anschliefend die Kontinuitétsgleichung.
Selbstverstandlich steht Ihnen auch der andere Weg offen.

20. Feldenergie einer Stromdichte (4 Punkte)

a) Zeigen Sie fiir differenzierbare Vektorfelder A, B und Gebiet V folgende Identitét:

/B-rotAdV:/ (A x B)df + /(rotB)-AdV.
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Hinweis: Integrieren Sie die Identitdt div(A x B) = B - rotA — A - rotB iiber V; Satz
von Gaubk.

b) Zeigen Sie, dass eine statische und réumlich begrenzte Stromdichte j(r) die Energie
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tragt.

21. Elektromagnetisches Feld eine Stromstofies (4 Punkte)

Ein unendlich langer gerader Draht parallel zur z-Achse erfahre zur Zeit t = 0 einen Stromstofs
der Ladung (). Die entsprechende zeitabhingige Stromdichte lautet

i=Qdé(x)é(y)d(t)e..

Bestimmen Sie das retardierte Vektorpotential und daraus das E- und das B-Feld.
Was ist mit dem Skalarpotential?



