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0. Zur Diskussion 0 Punkte

a) Was ist ein Vektorraum?
b) Was ist die Dimension eines Vektorraums?
c) Was ist ein euklidischer Vektorraum?

d) Die zwei Vektoren u und v eines euklidischen Vektorraums seien jeweils orthogonal zu einem
dritten Vektor w. Zeigen Sie, dass dann auch u + v orthogonal zu w ist.

1. Komponenten 3+3=6 Punkte

B = (b, by, b3, by) sei eine Basis eines reellen Vektorraums V.
a) Zeigen Sie, dass die Vektoren

cp=b1, c2=0b+bay, c3=0b+ba+bs, c4g="0b+by+b3+by
ebenfalls eine Basis von V bilden.

b) wi,u9,us, uy seien die Komponenten eines Vektors u € V bzgl. der Basis C' = (cy, ¢, 3, ¢4).
Wie lauten die Komponenten dieses Vektors bzgl. Basis B?

2. Ganzrationale Funktionen 4+5+5=14 Punkte

Ps sei der Vektorraum der reellen, ganzrationalen Funktionen maximal 3. Grades. Eine Basis des
Vektorraums ist B = (b, ba, b3, by) mit Funktionen b; : R — R gegeben durch

Ferner seien f, g € P3 gegeben durch
fl@)=a(z -2  g@)=(x+1)(z-1).

a) Bestimmen Sie die Komponenten von f, ¢, 3f und f + g bzgl. der Basis B.
b) Zeigen Sie, dass die Funktionen ¢y, c2, 3, ¢4 : R — R gegeben durch

alx)=1, cfzx)=1+z c3(@)=1+z+2% cy(x)=1+z+2>+23

ebenfalls eine Basis von Ps3 bilden. Wie lauten die Komponenten von f, g, 3f und f+ g
bzgl. dieser Basis?



c) Wir betrachten folgende Teilmengen von Ps:

My={fePs|f(1)=0}, Mx={feP|f(0)=1}, Mz={feP|f(0)=f(1)},
My={fePs|VxeR: f(z) = f(—2)}, Ms={feP;s|VrxeR: f(z) = —f(-2)},
Mg=MyNMs, M;=DMNMyy.

Welche dieser Teilmengen bilden mit Addition und Skalarmultiplikation wie in Ps einen Vek-
torraum? Bestimmen Sie ggf. die Dimension.

3. Satz des Thales 4 Punkte

Ein Dreieck ist wie in der Skizze einem Halbkreis eingeschrieben. Nach dem Satz des Thales ist
ein so konstruiertes Dreieck immer ein rechtwinkliges Dreieck. Beweisen Sie diesen Satz mittels des
Skalarprodukts. Hinweis: Stellen Sie die Kantenvektoren a und b durch die Vektoren u und r dar und
beachten Sie, dass |u| = |r|.

4. Parallelogramm 3+3=6 Punkte

a) A und B seien die Kantenldngen eines Parallelogramms, E und F' die Langen seiner Diago-
nalen. Zeigen Sie, dass E% + F? = 2(A% + B?).

b) Zeigen Sie, dass sich die Diagonalen eines gleichseitigen Parallelogramms (A = B) immer
im rechten Winkel schneiden.



