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51 Zur Diskussion

Wie sind die direkte Summe und das Tensorprodukt zweier Vektorräume de�niert? Was sind die
Dimensionen dieser Räume?

52 Orthogonale Eigenvektoren 3 Punkte

Zeigen Sie: Eigenvektoren v1 und v2 zu unterschiedlichen Eigenwerten λ1 und λ2 eines hermiteschen
Operators A sind orthogonal zueinander.

53 Zerlegung 3 Punkte

Ein beliebiger Operator A eines unitären Vektorraums kann mit hermiteschen Operatoren B und C
durch

A = B + iC

dargestellt werden. [Hinweis: o�enbar ist A = 1
2(A+A+) + 1

2(A−A
+).]

54 Orthogonale und unitäre Operatoren 2+2+2+2=8 Punkte

a) A und B seien zwei kommutierende hermitesche Operatoren. Zeigen Sie, dass dann

eAeB = eA+B .

[Hinweis: gemeinsame Eigenbasis]

b) H sei ein hermitescher Operator. Zeigen Sie: eiH ist ein unitärer Operator.

c) A sei eine antisymmetrische reelle n×n Matrix, d.h. AT = −A. Zeigen Sie: eA ist eine orthogonale
Matrix.

d) Die Matrix

Rϕ =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1
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beschreibt bekanntlich die Rotation um Drehachse e3 mit Drehwinkel ϕ. Rϕ ist damit orthogonal
und kann nach c) mittels einer geeigneten antisymmetrischen Matrix Aϕ als Rϕ = eAϕ dargestellt
werden. Wie lautet Aϕ? [Hinweis: Aufgabe 21 auf Blatt 4.]

55 Eigenvektor zum gröÿten Eigenwert 8 Punkte

A sei ein hermitescher Operator eines unitären Vektorraums V mit nicht-negativen Eigenwerten
λ1 > λ2 > · · · > λl. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass alle Eigenräume eindimensional
sind. v1 sei ein Eigenvektor zum gröÿten Eigenwert λ1. Zeigen Sie:

Für einen beliebigen Vektor u mit 〈v1, u〉 6= 0 konvergiert die Folge fn := Anu/|Anu| im Limes
n→∞ gegen einen normierten Eigenvektor zum gröÿten Eigenwert λ1, d.h. es existiert ein normierter
Eigenvektor ṽ1 zum Eigenwert λ1 derart, dass

lim
n→∞

|fn − ṽ1| = 0.
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