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56 Zur Diskussion

a) Bestimmen Sie folgende Integrale:

∞∫
−∞

sin2(x) e−(x−π
2
)2 δ(x− π

2
) dx,

∞∫
−∞

x2δ(x− 1)dx,

∞∫
−∞

x2δ( 3(x− 1) )dx.

b) Wie lautet die Fourierreihe von f(x) =
∑

n∈Z δ(x− n) ?

57 Tensorprodukt 5 Punkte

Die Vektoren v1, v2 bzw. w1, w2 bilden Basen zweier K-Vektorräume V bzw. W . Zeigen Sie, dass der
Vektor

u = v1 ⊗ w1 + v2 ⊗ w2 ∈ V ⊗W

nicht als Tensorprodukut a⊗ b zweier Vektoren a ∈ V und b ∈ W dargestellt werden kann.

58 Fourierreihe I 8 Punkte

f(t) sei eine 2π-periodische Funktion gegeben durch

f(t) =

{
0 : t ∈]− π, 0]

1 : t ∈]0, π]
,

und 2π-periodischer Fortsetzung außerhalb des Intervalls ] − π, π]. Stellen Sie f(t) durch eine Fou-
rierreihe dar.

59 Fourierreihe II 3+3 = 6 Punkte

Stellen Sie folgenden Funktionen durch Fourierreihen dar:

f(x) =
∑
n∈Z

δ(x− n− d), d ∈ [0, 1[,

g(x) =
∑
n∈Z

δ(x− an), a ∈ R+ .
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60 Fourierreihe III 3+3= 6 Punkte

Auf dem Vektorraum der komplexwertigen T -periodischen Funktionen betrachten wir das Skalarpro-
dukt

⟨f, g⟩ :=
1

T

∫ T/2

−T/2
f∗(t)g(t) dt

mit der dadurch induzierten Norm

|f | =
√

⟨f, f⟩ =

(
1

T

∫ T/2

−T/2
|f(t)|2 dt

)1/2

.

a) Zeigen Sie: Sind {fn}n∈Z die Fourierkoeffizienten der T -periodischen Funktion f(t), so gilt:

|f |2 =
∑
n∈Z

|fn|2 .

b) Beweisen Sie folgende Identität mittels a) und einem Resultat aus der Vorlesung:

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.

61 Fourierkoeffizienten 6 Punkte

f(t) sei eine T -periodische Funktion. Zwei weitere T -periodische Funktionen sind dann die Translation
von f(t) um d ∈ [0, T [,

g(t) := f(t− d) ,

und die Ableitung von f(t):

h(t) := f ′(t) .

Die Funktion

j(t) := f(st)

mit s ∈ R+ ist eine periodische Funktion mit Periode T ′ = T/s.

Zeigen Sie folgende Relationen zwischen den Fourierkoeffizienten fn der Funktion f(t) und den Fou-
rierkoeffizienten gn, hn und jn der obigen Funktionen:

gn = e−iωnd fn

hn = iωn fn

jn = fn .
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