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5. Zur Diskussion 0 Punkte

a) Was ist ein hermitesches Skalarprodukt?
b) Was ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung?

6. Komponenten bzgl. einer Orthonormalbasis 3+3=6 Punkte

V sei ein komplexer Vektorraum mit hermiteschem Skalarprodukt (.,.). B = (ei,...,e,) sei eine
Orthonormalbasis von V.
a) Zeigen Sie, dass die Komponenten eines Vektors u € V' bzgl. B gegeben sind
durch u; = {(e;,u) .
b) wi,...,u, und vy,...,v, seien die Komponenten zweier Vektoren u,v € V bzgl. B. Zeigen
Sie, dass (u,v) = > " | ulv;.

7. Orthonormalbasis 3+4+3=10 Punkte
Wir betrachten C2 mit Standardskalarprodukt (.,.) und Basis B = (by, bz) gegeben durch
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a) Zeigen Sie, dass B eine Orthonormalbasis ist.

b) Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke weitmdglichst:

(by 4 ibg, by —iby), (iby,b1) + (bo,iby), (e“b1,e™by), (b, eby) — (b1, b1)  (p € R).
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c) Wie lauten die Komponenten der Vektoren u = (;) und v = ( 1

) bzgl. Basis B?

8. Dreiecksungleichungen 4 Punkte

Fiir Vektoren u, v eines euklidischen oder unitdren Vektorraums gelten die Dreiecksungleichungen:

ul = ol | < futof < fuf+ o].

Leiten Sie diesen Ungleichungen aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ab.



9. Orthonormale Funktionen 4+6=10 Punkte

V sei der Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen [0, 27] — C. Ein hermitesches Ska-
larprodukt fiir V' sei gegeben durch

1 2m
)= 5= [ F@lala) do.
Fiir n € Z seien Funktionen e,, € V definiert durch e, (z) := ¢

a) Zeigen Sie, dass {e, }nez €in System orthonormaler Funktionen bildet, d.h. (e, €1) = dnm -

b) Bestimmen Sie die Integrale

2 2w 2m
/ cos(ax) cos(bx) dz, / cos(ax) sin(bx) dz, / sin(ax) sin(nz) dz,
0 0 0

fir a,b € N indem Sie beispielsweise cos(ax) und sin(bx) (x € [0,2x]) durch Linearkombi-
nationen geeigneter Elemente aus {e, } ez darstellen und dann a) ausnutzen.

10. Kinetische Energie 5 Punkte
N Teilchen der Massen myq,...,my bewegen sich in einer Dimension mit Geschwindigkeiten
v1,-...,VN. Die gesamte kinetische Energie der Teilchen ist damit

F=l "
=3 ; miv? .
Durch einen boost mit boost-Geschwindigkeit v dndern sich die Teilchengeschwindigkeiten gemaf
v = v =+ 1,

die kinetische Energie dandert sich demzufolge gemaR
| N
E - E = 2;%(@;)2 :
1=

Wir suchen eine relativ einfache und trotzdem allgemeingiiltige Beziehung zwischen E, E’ und v, und
wollen dazu zeigen:

|\/E— %lﬁ\ < VE < VE+ \/%V2,

wobei M = ). m,; die Gesamtmasse des Systems ist. Beweisen Sie diese Relation.

Anleitung: Hilfreich ist hier das durch
| N
<a,b>E = 2;77% aibi (1)

definierte Skalarprodukt fiir den R™, zusammen mit der daraus folgenden Norm |a|p = \/(a,a)E .
Nachdem Sie sich iiberzeugt haben, dass (1) tatsdchlich ein Skalarprodukt definiert, machen Sie sich
klar, dass fiir N-dimensionale Geschindigkeitsvektoren v = (v, ve,...,vn) und up = v(1,1,...,1)

1
|U‘2E = E7 "U + Ub‘%j = E/, ’ub‘2E = §MV2.

Fiir das Skalarprodukt (.,.) g gilt selbstverstandlich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, und damit
gelten fiir die Norm |.|g auch die Dreiecksungleichungen. Was besagen diese dann fiir [v + wp|g 7
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