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18 AB 75 BA 5 Punkte

Auf dem Raum der reellen, differenzierbaren Funktionen sind zwei Operatoren A und B gegeben durch

A)@) = @), B =f().
Zeigen Sie:
AB—-BA = 1.

19 Lineare Unabhangigkeit 5 Punkte
A sei ein Endomorphismus auf dem Vektorraum V und v € V', n € N derart, dass
A"y £0 und A"w=0.
Beweisen Sie, dass dann v, A(v), A%(v), ..., A" 1(v) linear unabhingige Vektoren sind.
20 Matrix-Potenzen und -Exponentialfunktion 6 Punkte

Die n-te Potenz einer m x m Matrix A ist definiert durch

1 0 ... O
, 01 ... 0 o o _
A'=1,, =] . ) (m-dimensionale Einheitsmatrix),
00 ... 1

A" = AA™ (n € N).
Die Matrix-Exponentialfunktion ist dann definiert durch e? = exp(A) := 3222 L A",

n=0 n!

Nun sei eine reelle m x m Matrix A gegeben durch A;; = 6;_1;, also

00 0 00
10 0 0 0
010 00

A=10 0 1 0 0]
00 0 10

dazu zwei m-Tupel @ = (1,2,3,...,m)T und b = (1,0,...,0)7. Bestimmen Sie A"a (n € N) und
A
e“b.



21 Pauli-Matrizen 545=10 Punkte

Die quantenmechanische Beschreibung eines Spin-1/2 Teilchens benétigt die Pauli-Matrizen 01,09
und 3. Diese sind komplexe 2 x 2 Matrixen gegeben durch

/01 (0 —i /1 0
GT=\1 0) 27\ o) 7 \o -1/)°

Im Folgenden zeigen Sie elementare Relationen und eine hilfreiche Identitat fiir exp(ipo;).
a) Uberpriifen Sie durch direktes Nachrechnen:

O'% = a§ = 0§ =1, 0109 = 103, 0903 =101, 0301 = 102
0102 = —0201, 0203 = —0302, 0301 = —0103.

b) Beweisen Sie die verallgemeinerte Euler-ldentitat

eng = COS((,O) 1 +iSin(§0)O'j s ] = 172737 pe R.

22 Der Vektorraum M (n x m,K) 346=9 Punkte

Firie {1,...,n}und j € {1,...,m} sei E;; € M(n x m,K) die Matrix deren Eintrdge nur aus
Nullen bestehen, mit Ausnahme einer Eins in der i-ten Komponente des j-ten Spaltenvektors, also

0 0 ... 0
B 5
Yo 1 ... K
0 0 ... 0
J

a) Zeigen Sie, dass die Matrizen (E;;)i=1..n j=1.m eine Basis des Vektorraums der n x m Matrizen
bilden.

b) Eine n x n Matrix A ist symmetrisch, wenn A;; = Aj;, antisymmetrisch, wenn A;; = —Aj;, und
diagonal, wenn A;; = d;6;; fiir alle 4,5 € {1,...,n}.

S(n,K) sei die Menge aller symmetrischen Matrizen, A(n,K) die Menge aller antisymmetrischen
Matrizen und D(n,K) die Menge aller diagonalen Matrizen in M (n x n,K). Uberzeugen Sie sich
davon, dass diese Mengen jeweils Untervektorraume von M (n xn, K) bilden und bestimmen Sie deren
Dimensionen. Welche dieser Untervektorraume sind abgeschlossen unter Matrixmultiplikation?



