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18 AB 6= BA 5 Punkte

Auf dem Raum der reellen, di�erenzierbaren Funktionen sind zwei Operatoren A und B gegeben durch

A(f)(x) =
d

dx
f(x), B(f)(x) = xf(x) .

Zeigen Sie:

AB −BA = 1 .

19 Lineare Unabhängigkeit 5 Punkte

A sei ein Endomorphismus auf dem Vektorraum V und v ∈ V , n ∈ N derart, dass

An−1v 6= 0 und Anv = 0 .

Beweisen Sie, dass dann v,A(v), A2(v), . . . , An−1(v) linear unabhängige Vektoren sind.

20 Matrix-Potenzen und -Exponentialfunktion 6 Punkte

Die n-te Potenz einer m×m Matrix A ist de�niert durch

A0 = 1m =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1

 (m-dimensionale Einheitsmatrix),

An = AAn−1 (n ∈ N).

Die Matrix-Exponentialfunktion ist dann de�niert durch eA ≡ exp(A) :=
∑∞

n=0
1
n!A

n.

Nun sei eine reelle m×m Matrix A gegeben durch Aij = δi−1,j , also

A =



0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

0 0 0 . . . 1 0


,

dazu zwei m-Tupel a = (1, 2, 3, . . . ,m)T und b = (1, 0, . . . , 0)T . Bestimmen Sie Ana (n ∈ N) und
eAb.
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21 Pauli-Matrizen 5+5=10 Punkte

Die quantenmechanische Beschreibung eines Spin-1/2 Teilchens benötigt die Pauli-Matrizen σ1,σ2
und σ3. Diese sind komplexe 2× 2 Matrixen gegeben durch

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Im Folgenden zeigen Sie elementare Relationen und eine hilfreiche Identität für exp(iϕσj).
a) Überprüfen Sie durch direktes Nachrechnen:

σ21 = σ22 = σ23 = 1, σ1σ2 = iσ3, σ2σ3 = iσ1, σ3σ1 = iσ2

σ1σ2 = −σ2σ1, σ2σ3 = −σ3σ2, σ3σ1 = −σ1σ3.

b) Beweisen Sie die verallgemeinerte Euler-Identität

eiϕσj = cos(ϕ) 1+ i sin(ϕ)σj , j = 1, 2, 3, ϕ ∈ R .

22 Der Vektorraum M(n×m,K) 3+6=9 Punkte

Für i ∈ {1, . . . , n} und j ∈ {1, . . . ,m} sei Eij ∈ M(n ×m,K) die Matrix deren Einträge nur aus
Nullen bestehen, mit Ausnahme einer Eins in der i-ten Komponente des j-ten Spaltenvektors, also

Eij =



0 . . . 0 . . . . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 1 . . . . . . 0
...

...
...

0 . . . 0 . . . . . . 0


i

j

a) Zeigen Sie, dass die Matrizen (Eij)i=1..n,j=1..m eine Basis des Vektorraums der n ×m Matrizen
bilden.
b) Eine n× n Matrix A ist symmetrisch, wenn Aij = Aji, antisymmetrisch, wenn Aij = −Aji, und
diagonal, wenn Aij = diδij für alle i, j ∈ {1, . . . , n}.
S(n,K) sei die Menge aller symmetrischen Matrizen, A(n,K) die Menge aller antisymmetrischen
Matrizen und D(n,K) die Menge aller diagonalen Matrizen in M(n × n,K). Überzeugen Sie sich
davon, dass diese Mengen jeweils Untervektorräume vonM(n×n,K) bilden und bestimmen Sie deren
Dimensionen. Welche dieser Untervektorräume sind abgeschlossen unter Matrixmultiplikation?
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