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39 Zur Diskussion

A sei ein Operator auf einem unitären Vektorraum V . B = (e1, . . . , en) sei eine orthonormale Basis

von V .

a) Wie lässt sich das Matrixelement (BAB)ij mittels Skalarprodukt bestimmen?

b) Warum ist Sp(A) =
∑n

i=1〈ei, Aei〉 ?
c) Wie ist der adjungierte Operator A+ de�niert?

d) Wie erhalten Sie aus BAB die Abbildungsmatrix der adjungieren Abbildung A+?

40 Matrixadjunktion 3 Punkte

Adjungieren Sie folgende Matrizen:

(
1 i

)
,

(
1
i

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 2
2 1

)
+ i

(
1 −2
2 1

)
.

Welche dieser Matrizen de�nieren selbstadjungierte Operatoren?

41 Selbstadjungierte Operatoren 6 Punkte

V sei ein unitärer Vektorraum und A,B : V → V seien selbstadjungierte Operatoren. Es gelte

AB 6= BA. Welche der folgenden Operatoren sind ebenfalls selbstadjungiert?

A+B, AB, AB +BA, A+ iB, AB −BA, i(AB −BA),
An für n ∈ N, ABA.

42 Operatorexponentialfunktion 6 Punkte

A sei ein selbstadjungierter Operator mit einer orthonormalem Eigenbasis B. Die Abbildungsmatrix

von A bzgl. B sei

BAB =


λ1

λ2
. . .

. . .
λn



1



Zeigen Sie: exp(A) :=
∑∞

l=0
1
l!A

l ist ebenfalls ein selbstadjungierter Operator, die Eigenbasis B von

A ist zugleich Eigenbasis von exp(A) und es ist

B exp(A)B =


eλ1

eλ2

. . .
. . .

eλn

 ,

zudem gilt:

det(exp(A)) = eSp(A) .

43 Orthonormale Eigenbasen 8 Punkte

Bestimmen Sie orthonormale Eigenbasen für die Operatoren A : R2 → R2 und B : R4 → R4 de�niert

durch die Matrizen

A =

(
3 −1
−1 3

)
und B =


3 0 0 −1
0 3 −1 0
0 −1 3 0
−1 0 0 3

 .

Wie lauten die Abbildungsmatrizen der Operatoren A und B bzgl. der jeweiligen Eigenbasen?

44 Ableitung 4+4=8 Punkte

Die di�erenzierbaren Funktionen f : [−π, π]→ C mit periodischer Randbedingung:

f(−π) = f(π),

bilden eine Vektorraum. Mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 :=
∫ π

−π
f∗(x)g(x)dx

wird dieser zu einem unitären Vektorraum. Im Folgenden betrachten wir den Operator

p := −i ∂
∂x

auf diesen Raum. Zeigen Sie:

a) p ist selbstadjungiert

b) die Funktionen {ein}n∈Z sind orthogonale Eigenfunktionen von p zu Eigenwerten n ∈ Z.
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