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15. Skalarprodukt 1+43+4+2=10 Punkte

V sei die Menge der symmetrischen, quadratintegrablen Funktionen iiber dem Intervall [—m, 7]. D.h.
eine Funktion f aus V' ist auf [—m, 7] definiert, erfiillt f(z) = f(—x) und das Integral [7_|f(z)|?dx
existiert. Mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation gegeben durch

(f+9)(@) = flx) +g(x), (A)(x):=Af(x), (figeV, XeR)

bildet V' einen Vektorraum. Ein Skalarprodukt definiert durch

fo9:= [ Ha)gado
macht V dann zu einem euklidischen Vektorraum.

a) Wie lauten die drei definierenden Eigenschaften eines Skalarprodukts?
b) Zeigen Sie, dass das oben definierte Produkt diese drei Eigenschaften erfiillt.

c) Die Funktionen

1
e x v ep(r) = —=coskx, fir k=0,1,2,3,...

VLS
sind symmetrisch und quadratintegrabel, und damit Elemente (d.h. Vektoren) von V. Zeigen
Sie, dass die (unendlich vielen) Funktionen eq,e1, e, €e3,... orthonormal zueinander sind.

Beweisen und benutzen Sie dazu die Identitaten:

in[(k — in[(k
/cos kxcosnx dr = SIHZ[((k — Z))x] + s1r12[((k IZ))m], (k #n)
1 in(2k
/cos2kxdx = 3 (:U—l—sm(ka)) .
Im Folgenden setzen wir voraus, dass die orthonormalen Vektoren eg, e1, €2, e3, ... tatsachlich eine

ONB B von V bilden.



d) f sei eine beliebige Funktion aus V. Bestimmen Sie die Komponenten von f bzgl. der ONB
B. Zeigen Sie damit, dass die Funktion f als sog. Fourier-Reihe

f(z) = \}%ka cos kx
k=0

mit Fourier-Koeffizienten )

R
dargestellt werden kann. [Hinweis: Stellen Sie f als Linearkombination der ej dar: f =

Zk fkekz-]

16. Parametrisierungen 2+3+3+2=10 Punkte

Tk

() cos kx dx

Parametrisieren Sie die abgebildete Kegelflache, den Vollkegel, den Vollzylinder, sowie die Oberflache
des Zylinders. lhnen obliegt die hierfiir addquate Wahl des Koordinatensystems. Die Ausrichtung der
Objekte sei von Ihnen ebenfalls sinnvoll aber beliebig wahlbar.

17. Spharisches Koordinatensystem 1+4643+2+2+2+4=20 Punkte

a) Welchen Bedingungen geniigen jeweils zwei beliebige Vektoren e; und ¢; einer Orthonormal-
basis (ONB)?

b) Zeigen Sie, dass die Vektoren ¢,, ey, ¢, der lokalen ONB (des sog. Dreibeins) im sphérischen
Koordinatensystem diese Bedingungen erfiillen und damit tatsichlich eine ONB darstellen.

c) Berechnen und skizzieren Sie die lokale ONB (e,, ey, ¢e,) am Siidpol S und am Nordpol N
einer Kugel mit Radius R und Mittelpunkt im Koordinatenursprung O.

d) Skizzieren und parametrisieren Sie die kiirzeste Verbindung auf der Kugeloberfliche vom
Siidpol tiber den Punkt P; mit sphéarischen Koordinaten (r = R,¥ = 7/2,¢ = 0) zum
Nordpol.

e) Skizzieren und parametrisieren Sie nun die kiirzeste Verbindung auf der Kugeloberflache vom
Punkt P, zum Punkt P2 mit sphéarischen Koordinaten (r = R, ¥ = 7/2,¢ = 7).

f) Skizzieren und parametrisieren Sie schlieBlich die kiirzeste Verbindung vom Mittelpunkt O
der Kugel zum Punkt P;.

g) Skizzieren und erkldren Sie nun, wie sich das Dreibein jeweils entlang der parametrisierten
Kurven in d), e) und f) verdndert.



