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46. Ellipsen und Hyperbeln 3+3+3=9 Punkte

Skizzieren Sie folgende drei in Polarkoordinaten (r, ϕ) parametrisierten Kurven in der Ebene:

r(ϕ) =
1

1 + 1
2 cosϕ

, r(ϕ) =
1

1 + 2 cosϕ
, r(ϕ) =

1

1 + 0.02 cosϕ
.

47. Eine außergewöhnliche Erhaltungsgröße II 10 Punkte

Wir betrachten wie in Aufgabe 45 ein Teilchen der Masse m im Zentralpotenzial U(r) = −β/r. Hier
wollen wir mittels der in Aufgabe 45 eingeführten Erhaltungsgröße

A := ṙ × L− β

r
r

zeigen, dass das Teilchen ebene Kurven der Form

r(ϕ) =
p

q + ε cosϕ
(1)

beschreibt. Dabei sind (r, ϕ) geeignet gewählte Polarkoordinaten, p, q und ε sind geeignet gewählte
Konstanten. Zeigen Sie hierzu, dass einerseits

A · r = |A|r cosϕ ,

wobei ϕ der Winkel zwischen r und dem konstanten Vektor A ist, und andererseits

A · r = l2

m
− βr ,

wobei l = |L| der Betrag des ebenfalls konstanten Drehimpulses L des Teilchens ist. Die erste Identität
ist sehr einfach, für die zweite benötigen Sie eine Eigenschaft des Spatprodukts. Gleichsetzen der
beiden Identitäten führt Sie dann auf die gesuchte Polardarstellung (1) der Bahn.
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48. Gravitationsfeld in einer Kaverne 11 Punkte

Hier berechnen Sie das Gravitationsfeld in einer kugelförmigen Kaverne, die irgendwo im Inneren der
Erde gebaut wird. Wir nehmen wieder an, dass die Erde perfekt kugelförmig und ihre Massendichte
ρ(r) = ρ0 homogen ist.
a) Berechnen Sie mithilfe der Kugelschalenmethode aus der Vorlesung das Gravitationspotential

und -feld im Erdinneren unter den genannten Annahmen.
b) Berechnen Sie nun auch das Gravitationspotential und -feld einer kugelförmigen Masse mit

negativer Massendichte ρ = −ρ0 und Radius r.
c) Nutzen Sie die Tatsache, dass Potentiale und auch Kraftfelder additiv sind, um nun das

Gravitationspotential und -feld einer Kaverne mit Radius r genau im Erdmittelpunkt zu
berechnen.

d) Wiederholen Sie den vorherigen Aufgabenteil für eine Kaverne, deren Mittelpunkt im Abstand
d vom Erdmittelpunkt liegt. Welche besondere Form haben das Gravitationspotential und
-feld?

49. Fall durch die Erde 10 Punkte

In dieser Aufgabe sollen Sie herausfinden, wie lange ein reibungsfrei gleitender Schlitten der Masse
m, nur angetrieben durch der Gravitation der Erde, durch gerade Röhren quer durch die Erde von
einem Ende der Röhre zum anderen benötigen würde. Wir wollen hierfür davon ausgehen, dass die
Erde perfekt kugelförmig und ihre Massendichte homogen ist.
a) Zunächst betrachten wir eine Röhre, die genau durch den Mittelpunkt der Erde führt. Be-

nutzen Sie die Kugelschalenmethode aus der Vorlesung oder das Ergebnis aus der vorheri-
gen Aufgabe, um die Beschleunigung g(r) im jeweiligen Abstand r zum Erdmittelpunkt zu
berechnen. Benutzen Sie hierfür, dass g(R) = 9.81m/s2, wobei der Erdradius R = 6370 km
ist.

b) Berechnen Sie damit nun die Geschwindigkeit v(r) unter der Annahme, dass v0 = v(R) = 0.
Berechnen Sie anschließend die Zeit, die der Schlitten benötigt, um am anderen Ende der
Erde anzukommen. Geben Sie ein von der Rechnung unabhängiges Argument dafür, dass
der Schlitten genau am anderen Ende der Röhre zum Stillstand kommt.

c) Betrachten Sie nun eine gerade Röhre, die im Abstand d am Erdmittelpunkt vorbeiführt.
Wiederholen Sie die Analyse aus den beiden ersten Aufgabenteilen. Berücksichtigen Sie
hierbei, dass ausschließlich der Anteil der Erdbeschleunigung v(r) verändert, der parallel zur
Röhre zeigt!
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