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5. Zur Diskussion 0 Punkte

a) Was ist ein Skalarprodukt? Wie lauten die de�nierenden Eigenschaften?

b) Wann sind zwei Vektoren orthogonal?

c) Wie bestimmt man die Norm eines Vektors? Wie bestimmt man den Winkel zwischen zwei

Vektoren?
d) Was ist eine Orthonormalbasis (ONB)?

6. Skalarprodukt und Geometrie 3+3+3=9 Punkte

a) Der Kosinussatz setzt Winkel und Seitenlängen eines allgemeinen Dreiecks zueinander in

Beziehung:

c2 = a2 + b2 − 2 a b cos γ .

Beweisen Sie den Kosinussatz mittels Vektorrechnung.
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b) a und b seien die Kantenlängen eines Parallelogramms, e und f die Längen seiner Diagonalen.

Zeigen Sie, dass e2 + f2 = 2(a2 + b2).

c) Zeigen Sie schlieÿlich, dass sich die Diagonalen eines gleichseitigen Parallelogramms (a = b)
immer im rechten Winkel schneiden.

7. Orthonormalbasen 4+4=8 Punkte

B = (~e1, ~e2, ~e3 ~e4) sei eine Orthonormalbasis eines euklidischen Vektorraums. Die Vektoren
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bilden eine weitere Basis B′ = (~f1, ~f2, ~f3 ~f4).

a) Zeigen Sie, dass Basis B′ eine Orthonormalbasis ist.
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b) Stellen Sie die Vektoren
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in der Basis B′ dar.

8. Skalarprodukt für Funktionen 3+3=6 Punkte

Die stetigen Funktionen [−1, 1]→ R bilden mit Addition (f + g)(x) = f(x) + g(x) und Skalarmulti-

plikation (λf)(x) = λf(x) einen Vektorraum V .

a) Zeigen Sie, dass das durch

〈f, g〉 :=

1∫
−1

f(x)g(x) dx

de�nierte Produkt zweier Funktionen f und g aus V ein Skalarprodukt ist.

b) Zeigen Sie, dass die Funktionen

f(x) = 1, g(x) = x, h(x) = x2 − 1
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bzgl. des Skalarprodukts aus a) paarweise orthogonal zueinander stehen.

9. Summe 5 Punkte

Beweisen Sie folgende Summenformel:

N∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

1

1 + 1
N

(N ∈ N).

Was ist dann
∞∑
n=1

1
n(n+1) =

1
2 + 1

6 + 1
12 + 1

20 + . . . = ?
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