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48. Satz von Liouville

Wir betrachten ein freies Teilchen der Masse m = 1g in einer Dimension.
a) Wie lautet die Hamilton-Funktion?

b) Stellen Sie in einem g-p-Diagramm das Hamiltonsche Vektorfeld graphisch dar.

c) Das Phasenraumgebiet G' = [—qo, qo] X [—po, po] C T' = R? mit o = 1em und pg = 1gem/s
(bei t = 0) werde durch den Hamiltonschen Fluss @, transportiert. Skizzieren Sie G, ®345(G),
®55(G) und zeigen Sie explizit, dass diese drei Gebiete dasselbe Volumen besitzen.

d) Zur Zeit t;, = 5s werde ein KraftstoR der Stirke P = 2gcm/s auf das Teilchen ausgeiibt, d.h.
das Teilchen erfahrt die Kraft F'(t) = Pd(t —ts). Wie verdndert sich das Phasenraumgebiet
aufgrund dieses KraftstoRes? Andert sich dabei sein Phasenraumvolumen?

49. Wiederkehr

Wir betrachten ein System von N unabhingigen harmonischen Oszillatoren, beschrieben durch die
Hamilton-Funktion

Yo omw?
H(q,p) = Z om T 9k
k=1
Die Frequenzen seien gegeben durch
W = o
mit wg = 21—2 Zur Zeit t = 0 befindet sich das System im Anfangszustand z, = (29,9, ...,2%),

wobei z7 = (q7, p7)-

a) Nach welcher Zeit ist der k-te Oszillator in seinen Anfangszustand xf, erstmalig zuriick-
gekehrt?

b) Nach welcher Zeit sind der erste, zweite, dritte und vierte Oszillator zugleich erstmalig in
ihre jeweiligen Anfangszustiande zuriickgekehrt?

c) Zeigen Sie schlieBlich, dass das Gesamtsystem der N Oszillatoren nach der Zeit 7(N) =
i—gkg\/{l, ..., N} erstmalig in den Anfangszustand z( zuriickgekehrt ist.
Hierbei ist kgV{ni,n2,ns,...} das kleinste gemeinsame Vielfache der natiirlichen Zahlen
niy,n2,n3,....



d) Begriinden Sie die Abschatzung

keV{l,....,N} > [ ».
p prim, p<N

Spatestens seit Gaul wissen wir zudem, dass fiir eine hinreichend glatte Funktion f(p) (wie
etwa In p) und hinreichend groRe N

N
> i~ [ ra)pd

pprim, p<nN

Zeigen Sie damit, dass
2
7(N) = eV iy
wo
Wie groRR muss demnach N gewahlt werden, damit eine Wiederkehr in den Anfangszustand
innerhalb der ndchsten 10 Millarden Jahre ausgeschlossen ist?

50. Eigenschaften der Poisson-Klammer

In dieser Aufgabe wollen wir uns von einigen wesentlichen Eigenschaften der Poisson-Klammer
tiberzeugen. Sie spielt eine zentrale Rolle in der Hamiltonschen Mechanik und findet sich in et-
was allgemeinerer Form auch in der Quantenmechanik wieder. f, g und h seien im Folgenden auf
dem Phasenraum eines Systems definierte Funktionen. Ferner seien diese analytisch, d.h. lokal in
einer konvergenten Potenzreihe darstellbar.

a) Zeigen Sie explizit, dass die Poisson-Klammer antisymmetrisch ({f,g} = —{g, f}) und
distributiv ({f +g,h} = {f,h} + {g, h}) ist.

b) Zeigen Sie nun, dass auBerdem die Produktregel gilt: {fg,h} = {f,h}g+ f{g,h}. Dariiber-
hinaus gilt die Jacobi-ldentitat ({f,{g,h}} + {g,{h, f}} + {h,{f,g}} = 0), die Sie nicht
beweisen miissen.

c) Zeigen Sie dann mittels Induktion, dass auch {g,h"} = nh" 1{g, h} gilt und dass daraus

{g? f(h)} - f/(h){gv h} fOIgt-
51. Poisson-Klammer — Beispiele

Nun berechnen wir einige grundlegende Beispiele.

a) Zeigen Sie, dass fiir kanonische Koordinaten g € R"™ und die dazu konjugierten Impulse
p € R"gilt: {gi,q;} =0, {pi,pj} =0und {g;,p;} = J;;. Berechnen Sie auch {L;,p;} und
{@i, L;} mithilfe der lhnen bekannten Definition des Drehimpulses L iiber den epsilon-Tensor
Eijk-

b) Zeigen Sie, dass die Hamiltonfunktion H(q, p,t) die Zeitentwicklung eines mechanischen
Systems generiert, dass also fiir Losungen q = q(¢) und p = p(t) der Hamiltongleichungen
gilt: = {H,q}, p = {H,p} und ganz allgemein f(q,p,t) = {H, f} + %f.

c) Zeigen Sie auch, dass fiir die Komponenten des Drehimpulses L gilt: {L;, Lo} = L3 bzw.
ganz allgemein {L;, L;} = 22:1 ijk Ly

d) Zeigen Sie mithilfe des vorherigen Aufgabenteils, dass, falls zwei Komponenten des Drehim-
pulses erhalten sind, auch die dritte Komponente und somit der Drehimpuls insgesamt erhal-
ten ist.



