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27. Energieeigenzustände in einer Dimension 3+5=8 Punkte

Ein Teilchen der Masse m bewegt sich in einer Dimension in einem (nicht-divergenten) Potenzial

U(x). Zeigen Sie:

a) Der Impulserwartungswert in einem gebundenen (d.h. normierbaren) Energieeigenzustand

verschwindet.

Hinweis: Beweise und verwende p̂ = i
~m[H, x̂].

b) Zwei normierbare Energieeigenfunktionen φa(x) und φb(x) zu ein und derselben Energie E
können sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. (Die Eigenenergien gebundener

Zustände sind also nicht entartet.)

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass die Gröÿe φ′aφb − φaφ′b unabhängig von x ist.

28. Teilchen im Kasten 6+6=12 Punkte

Ein Teilchen der Masse m be�ndet sich in einem eindimensionalen Kasten mit undurchdringlichen

Wänden bei x = 0 und x = L. Es besitzt normierte Energieeigenfunktionen

φn(x) =

√
2

L
sin(knx), kn =

π

L
n, n = 1, 2, 3, . . .

zu Eigenenergien En = ~2k2n/2m.

a) Bestimmen Sie für i, j ∈ {1, 2} folgende Matrixelemente von Ort-, Impuls- und Hamilton-

Operator:

xij = 〈φi|x|φj〉
pij = 〈φi|p|φj〉
Hij = 〈φi|H|φj〉

Hinweise:
π∫
0

dx x sinx sin 2x = −8
9 ,

π∫
0

dx cosx sin 2x = 4
3 .

b) Zur Zeit t = 0 be�nde sich das System im Zustand |ψ0〉 = 1√
2
(|φ1〉+ |φ2〉). Bestimmen Sie

unter Verwendung der unter a) ermittelten Matrixelemente die Erwartungswerte von Ort,

Impuls und Energie des Teilchens für t ≥ 0.
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29. Kraft 5 Punkte

Wie betrachten noch einmal das Teilchen im Kasten wie in der vorherigen Aufgabe. Das Teilchen

be�nde sich diesmal im n-ten Energieeigenzustand. Welche Kraft übt es auf die bei x = L be�ndliche

Wand aus? Wie hängt diese Kraft von der Eigenenergie ab? Was würde eine klassische Betrachtung

ergeben?

Hinweis: QM: betrachten Sie eine kleine Verschiebung der Wand um δL unter der Annahme,

dass das Teilchen dabei immer im jeweiligen n-ten Energieeigenzustand verbleibt.

30. Teilchen im δ-Potenzial 6 Punkte

Ein Teilchen der Masse m ist im eindimensionalen Potenzial U(x) = −uδ(x) mit u > 0 gebunden.

Bestimmen Sie Energie E (< 0) und Energieeigenfunktion φ(x) des einzigen gebundenen Zustands.

Anleitung: Benutzen Sie den Ansatz φ(x) = αe−β|x|, mit freien Parametern α und β. Beachten
Sie, dass aufgrund des in 0 divergierenden Potenzials die Ableitung von φ in x = 0 unstetig ist.

Ermitteln Sie δφ′ := lima→0+(φ
′(a)− φ′(−a)), indem Sie die zeitunabhängige Schrödingergleichung

über [−a, a] integrieren.
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