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39. Zur Diskussion: harmonischer Oszillator 0 Punkte

a) Wie lauten die Eigenenergien eines harmonischen Oszillators der Frequenz w?

b) Was ist die Grundzustandseigenfunktion eines harmonischen Oszillators mit Masse m und
Frequenz w?

c) Welche Bedeutung haben die Leiteroperatoren a und a™ ? Wie sind sie definiert? Was ist
la,a™], a|n), a™ |n)? (|n) ist der n-te Energieeigenzustand des Oszillators.)

d) Was ist die Bedeutung des Operators 7 = a™a? Was ist [, a] und [f,a™] ? Wie kann der
Hamiltonoperator des harmonische Oszillators mittels 7 dargestellt werden?

40. Harmonischer Oszillator 1+4+4=9 Punkte

a und a’ seien die aus der Vorlesung bekannten Vernichter- und Erzeuger-Operatoren eines
harmonischen Oszillators mit Masse m und Frequenz w.

a) Zeigen Sie:
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b) Bestimmen Sie mittels Aufgabenteil a) die Erwartungswerte von 2, p, 2% und p? im n-ten
Energieeigenzustand |n) des Oszillators.

c) Bestimmen Sie ebenso fiir alle n, m mit n # m und m > 1 die Matrixemelemente (n|z |m)
und (n|2? |m).

41. Geladenes Teilchen im Magnetfeld 1+7=8 Punkte
Ein Teilchen der Masse m und elektrischer Ladung g bewegt sich unter dem Einfluss eines homogenen

Magnetfelds B = Bé;. Mit einem Vektorpotenzial A ein Vektorpotenzial des Magnetfelds ist der
Hamiltonoperator des Teilchens durch

0= (5 gA@) &
gegeben.

a) Zeigen Sie, dass A(Z) = Bz & ein Vektorpotenzial des Magnetfelds B = Béj ist.
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b) Wir suchen nun die Eigenenergien und -zusténde des Teilchens fiir das Vektorpotenzial aus
Aufgabenteil a) im Hamiltonoperator ([I)). Zeigen Sie, dass der Ansatz

%,kg (f) _ ¢(x1>eik2xzeik3x3
fiir einen Eigenzustand auf ein Oszillator-Problem fiihrt und und 16sen Sie dieses. Wie lauten

demnach die Eigenergien und -zustdndes des Teilchens?

42. Operator-ldentitaten 5+5=10 Punkte

In dieser Aufgabe beweisen wir zwei in der Quantenmechanik niitzliche Operator-ldentitaten:

(i) e?*Be* = ehIB = B+[A B+ %[A, [A, Bl + %[A, [A,[A,B)]] + -+,

(i) kommutieren A und B jeweils mit [A, B], so gilt: ~e“ef = eAtBH3lAB]

Die zweite Identitdt ist ein Spezialfall der allgemeineren Baker-Campbell-Hausdorff-Identitit.

a) Beweis von (i): Zeigen Sie, dass die operatorwertige Funktion
f\) = e*MBe M

spezielle Losung der DGL

d
S =A

zum Anfangswert f(0) = B ist. Durch direkte Integration der DGL kdnnen Sie diese spezielle
Losung ebenfalls erhalten, was lhnen fiir A = 1 die zu beweisenden Identitét liefert.

b) Zum Beweis von (ii) verfahren wir dhnlich und betrachten diesmal die operatorwertige Funk-
tion

g = M

wobei hier A und B mit [A, B] kommutieren. Zeigen Sie unter Verwendung von a), dass
g() spezielle Lésung der DGL

d
Zg=(A+B+)AB
dAg(++[,])g

zum Anfangswert f(0) = 1 ist. Auch hier kénnen Sie diese spezielle Lésung durch direkte
Integration der DGL bestimmen und daraus die zu beweisende ldentitdt erhalten.



