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6. Zur Diskussion 0 Punkte

Wias ist der Zeitentwicklungsoperator U(t)? Wozu dient er? Warum ist er unitar?

7. Operatorfunktion 3+2+2=7 Punkte
Eine komplexe Funktion f(z) sei durch eine Potenzreihe gemal f(z) = > ¢,2" definiert. Eine
n=0
entsprechende Operatorfunktion f(A) ist dann gegeben durch f(A4) := > ¢, A™.
n=0
a) A sei ein (unitdr diagonalisierbarer) Operator mit Eigenwerten ay,...,ay zu orthonormalen

Eigenvektoren @1, ..., ¢n. Zeigen Sie, dass der Operator f(A) Eigenwerte f(a1),..., f(an)
zu denselben Eigenvektoren besitzt. Wie lauten demnach die Spektraldarstellungen von A
und f(A)?

b) Nun seien die Koeffizienten ¢; der Funktion f reell. Zeigen Sie, dass dann

FAT = f(An)
c) U sei ein unitdrer Operator. Zeigen Sie:

fUTAU) = UTf(A)U .

8. Heisenberg-Bild 3+2+4+1=10 Punkte

Im Heisenberg-Bild wird die quantenmechanische Dynamik durch zeitabhingige Operatoren
A (t) == U (t)AU(t)
dargestellt (vgl. Vorlesung). Hierbei ist U(t) der Zeitentwicklungsoperator U(t) = exp(—iHt/h).

a) Zeigen Sie:

i

Ap(t) 3

[H, Ap(t)] . (1)

b) () sei Losung der Schrodingergleichung zum Anfangswert vy bei t = 0 und A eine Obser-
vable. Verifizieren Sie:

(A ey = (A (t))yo

o A = (Ap (t))y, -



c) Inspiriert durch Beziehung (1) fiir die erste Zeitableitung eines Operators im Heisenberg-Bild

vermuten wir, dass hohere Zeitableitungen auf gleiche Weise durch Iteration der Operation
i

7[H, - -] gebildet werden kénnen:

i

Au) = (181) Au(0) = 11 An(0)].

Ap(t) = <;[H,---]>2AH(t) = (;)Q[PL [H, Au(®)]],

A%)(t)': (h[H,---]>nAH(t) = (h>n[H, [H,...,[H, Ag(®)]...]].
n mal

Beweisen Sie diese Beziehungen. [Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass Sie dazu eigentlich nur
!

Ap(t) = U@ Az (0)U(t) zeigen miissen ]

d) Begriinden Sie anhand der Taylor-Reihe von Ay (t) um ¢ = 0 und mit Hilfe von c), dass

An(t) = exp (;[H,---]t) An(0) .

9. Larmorprazession im Heisenberg-Bild 3+5+2+3=13 Punkte

Wir betrachten noch einmal die Larmorprizession eines Spins im Magnetfeld Bes, diesmal im
Heisenberg-Bild (vgl. vorherige Aufgabe). Die Dynamik ist beschrieben durch den Hamiltonian
H = *B,MQO'g.

Zur Berechnung des Erwartungswerts des Magnetischen Moments ji mit den Kompoenten 1 = 1,07
bendtigen wir die Pauli-Operatoren o; im Heisenberg-Bild,

(o)ut) =U®) U, Ul =e wft.

a) Verifizieren Sie durch direktes Nachrechnen:
(01, 02] = 2io3, [0, 03] = 2i0q, [0, 01] = 2i03.

b) Zeigen Sie mit 8d) (oder alternativ mit den verallgemeinerten Euler-Formelen aus Aufgabe
5), dass

(o1)m(t) cos(t) o1 + sin(Qt) o4
Gut) = | (02)u(t) | = [ —sin(@t) o1 +cos()on |, 0= QBB’“‘O |
(03)m(t) 03

c) Ermitteln Sie mit dem Ergebnis des vorherigen Aufgabenteils den Erwarungswert (1i:)y )
fiir den Anfangswert ¥(0) = @4

d) ErschlieRen Sie ausgehend vom Ergebnis 9b) die physikalische Bedeutung des Operators
cos(a) o1 — sin(a) o9 .

Bestimmen Sie seine Eigenwerte und Eigenvektoren. Welche physikalischen Zustdnde be-
schreiben die normierten Eigenvektoren?



