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28. Zur Diskussion 0 Punkte
a und a! seien Vernichter- und Erzeugeroperator eines harmonischen Oszillators der Frequenz w.

a) Was ist [a,al] ?
b) Wie lautet der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators in a und af ?

c) Welche Werte nehmen folgende Ausdriicke an?

(2la'al2), (2lal2), (2laa’2), (0lal1), (2fal|1).

29. Orts- und Impulsvarianz in Ozillatorzustanden 6 Punkte

a und a' seien die aus der Vorlesung bekannten Vernichter- und Erzeugeroperatoren eines harmoni-
schen Oszillators mit Masse m und Frequenz w. Zeigen Sie, dass damit die Quadrate von Orts- und
Impulsoperator dargestellt werden kdnnen als
11 h? 1 1
z? =12 <aTa + 5 + i(aT2 + a2)> und p? = Pl <aTa + 5 i(aJr2 + a2)) ,

wobei [ = y/h/mw die charakteristische Lange des Oszillators ist. Ermitteln Sie anhand dieser Bezie-
hungen die Erwartungswerte von x2 und p? in den Energieeigenzustinden |n) des Oszillators. Welchen
Wert erhalten Sie fiir das Produkt von Orts- und Impulsunschirfe AzAp = ((x2)(p?))'/? im n-ten
Eigenzustand?

30. Harmonischer Oszillator 2+3=5 Punkte

a) Begriinden Sie, dass die Eigenfunktionen ¢,,(x) eines harmonischen Oszillators fiir gerade n
symmetrische und fiir ungerade n antisymmetrische Funktionen sind.
b) Ein Teilchen der Masse m bewege sich im eindimensionalen Potenzial

00 <0
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Wie lauten die Eigenenergieen des Systems?



31. Baker-Campbell-Hausdorff-ldentitat 8 Punkte

Fiir Operatoren A und B, die jeweils mit dem Kommutator [A, B] vertauschen, gilt die Identitat
edeB = ATB3AB] (1)
Beweisen Sie diese Identiat, indem Sie zuerst zeigen, dass die operatorwertige Funktion
fi(t) := eMteBt
eine spezielle Losung der Differenzialgleichung
f(t) = (A+B+[ABJt)f(t)

zum Anfangswert 1 bei ¢ = 0 ist. Duch direkte Integration der DGL kdnnen Sie diese spezielle Lsung
ebenfalls erhalten, was lhnen fiir t = 1 dann die zu beweisenden Identitat liefert. Beim Umformen der
Ableitung von f1(t) ist die in Aufgabe 8b) gezeigte* Identitit

ABet = oA1B = B [A, B+ (A [4, B + A, 14,14, Bl + -

hilfreich. Die Identitat (1) ist ein Spezialfall der allgemeineren Baker-Campbell-Hausdorff-Identitat.

32. Koharente Zustande 2 x 5 = 10 Punkte

a und a' seien Vernichter- und Erzeugeroperatoren eines harmonische Ostzillators der Frequenz w. Fiir
a € C ist der Displacement-Operator D(«) gegeben durch

D(a) — eozcﬁhfcz*a7
der kohadrente Zustand |c(«)) des Oszillators ist definiert durch
e(a)) = D()]0)

(vgl. Vorlesung).
a) Was ist die physikalische Bedeutung des Operators D(«)? Was ergibt sich damit fiir die
Erwartungswerte von z, p bzw. deren Varianzen (z— (z))2, (p— (p))? im kohirenten Zustand

c(@))?
b) Zeigen Sie, dass

c) Zeigen Sie mittels b), dass

d) Zeigen Sie mittels c), dass
Ut)[e(a)) = e 2 |e(e™ ")) .

Interpretieren Sie dieses Ergebnis. U(t) ist wie immer der Zeitentwicklungoperator.
e) Zeigen Sie, dass |c(«)) ein (rechter) Eigenvektor des Operators a zum Eigenwert « ist, d.h.

ale(@)) = ale(@)) .

*setze dazu tHt/h = A und Ay (0) =B



