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14. Charakteristische Funktion 6+4 Punkte

Zu einer Zufallsvariable X definieren wir die charakteristische Funktion als
Xy : R — C
Eo— <e X >

Anmerkung: Hat X die Wahrscheinlichkeitsdichte p(z), so ist x (k) deren Fouriertransformierte
p(k).
a) Zeigen Sie fiir alle unabhéngigen Zufallsvariablen X und Y sowie Zahlen a € R:

L. XX(O) =1

2. |xx (k)| <1 fur alle k

3. i X (B)] g =< X >

4 — £ Xx(k)( —< X2 >
k=0

3. Xax (k) = Xx (ak)

6. Xx+v (k) = Xx (k) Xy (k)

Bei 3. und 4. sei vorausgesetzt, dass beide Seiten existieren und endlich sind.
b) Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte

Puale) = Dot~ ) (1~ <7>

=0

Bestimmen Sie x, und daraus Mittelwert und Varianz von X.
15. Wahrscheinlichkeitsdichten 2+2+2+2+2 Punkte

Bestimmen Sie von den folgenden Wahrscheinlichkeitsdichten jeweils den korrekten Normierungs-
faktor V; sowie Erwartungswert und Varianz. a ist jeweils ein positiver Parameter,

O(z) = { (1) i i 8 . Hinweis: Eine Skizze der Dichte ist jeweils hilfreich.
a) p(z) = N1 (a —[z[) Oa — |z])

b) p(z) = N2 ©(a — z) O(z)

c) p(z) = N3 O(x) e

d) p(z) = 16(z) + $6(z — a) + 15(z — 2a)

e) plz) = Ni i,



16. Zentraler Grenzwertsatz 2+3+3+83 Punkte

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 > 0. Wieder seien XV, X2 x (1)
n unabhéangige Zufallsvariablen mit derselben Verteilung wie X, und

LNy -y
Zy : ﬁ;X (=vn Xn)

deren mit y/n skalierter Mittelwert, wieder eine Zufallsvariable. In der Vorlesung wurde bewiesen,
dass die Varianz von X, durch o2/n gegeben ist. Wir wollen noch weiter gehen: Fiir groke n
und verniinftige Verteilungen von X geht die Verteilung von Z,, in gewissem Sinne gegen eine
nur von der Varianz bestimmte Gaufsverteilung.

a) Zeigen Sie:
k n
XZn (k) = <XX (\/ﬁ))
(ok)?

b) Motivieren Sie in obigem Ergebnis die Naherung x (%) ~ e~ 2n ¢ Die kleine Stérung

€ ist noch eine Funktion von k, n und x . Welche Bedingungen muss man an x, stellen?
c) Prizisieren Sie € und berechnen Sie lim, . X, (k).
d) Berechnen Sie x, der Zufallsvariable Y mit Wahrscheinlichkeitsdichte

p(Y) = efé(g)Q

und vergleichen Sie.
Hinweis: der Normierungsfaktor a\}ﬂ ist nur das: er garantiert ffooo p(Y)dY =1 und

fallt schnell aus der Rechnung heraus.

17. Satz von Liouville 244 +3 Punkte

In geeigneten Einheiten ist die Hamilton-Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators
Ho(q,p) = $(0* +¢°).

a) Bestimmen Sie daraus die Bewegungsgleichungen und lésen Sie diese allgemein.

b) Skizzieren Sie das Phasenraumvolumen {(q,p) | 1 < ¢ < 2A —% <p< %} und wie es

sich nach den Zeiten -, o5, 7, g’—: und %’T entwickelt.

c) Nun stoéren wir den Oszillator etwas: die Hamilton-Funktion ist nun Hy(q,p) = Ho(q,p)+
§(p2 + ¢?)? mit kleinem e. Wie veréindert das die Bewegungsgleichungen? Wie sieht das
Phasenraumvolumen aus b) aus, nachdem es sich fiir eine gegeniiber 1/e grofsen Zeit

entwickelt hat?



