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35. Harmonischer Oszillator bei Temperatur T 2+5+3=10 Punkte

Gegeben sei ein System von N (≫ 1) harmonischen Oszillatoren, jeweils der gleichen Frequenz
ω. Im quantenmechanischen Zustand |n⟩ = |n1n2 . . . nN ⟩ des Gesamtsystems befindet sich der l-
te Oszialltor im nl-ten angeregten Zustand der Energie El = ℏω(nl +

1
2), nl = 0, 1, 3, . . . . Die

Gesamtenergie der N Oszialltoren im Zustand |n⟩ ist demnach

E(n) = ℏω
N∑
l=1

nl +
ℏωN
2

.

Den konstanten Energiebeitrag ℏωN/2 eliminieren wir durch eine Verschiebung des Energienullpunkts
und setzen somit

E(n) = ℏω
N∑
l=1

nl.

In den folgenden Aufgabenteilen ermitteln Sie zuerst die mikrokanonische Zustandssumme Z(E),
daraus Entropie S(E) und Temperatur T (E) des Systems, und damit schließlich die mittlere
Besetzungszahl n = E/Nℏω eines quantenmechanischen Oszillators der Frequenz ω bei Temperatur
T .

a) Zeigen Sie, dass für E = Qℏω (Q ∈ N ∪ {0})

Z(E) =

(
Q+N − 1

N − 1

)
.

Hinweis: K ununterscheidbare Kugeln lassen sich auf genau
(

K+N−1
N−1

)
verschieden Arten auf N

Behälter verteilen (warum?).

b) Ermitteln Sie nun Entropie S(E) und Temperatur T (E) des Systems. Verwenden Sie dabei
die Näherung n! ≈ (n/e)n und vernachlässigen Sie Terme der Ordnung 1/N .

Zur Kontrolle: 1
KS(E) = Q ln(1 + N

Q ) +N ln(1 + Q
N ), wobei Q ≡ Q(E) = E/ℏω.

c) Zeigen Sie schließlich, dass

n ≡ E

Nℏω
=

1

e
ℏω
KT − 1

.

Bestimmen Sie daraus geeignete Näherungen der mittleren Besetzungszahl n für hohe Tem-
peraturen KT ≫ ℏω und tiefe Temperaturen KT ≪ ℏω.
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36. Ultrarelativistisches Gas 10 Punkte

Bewegen sich die Teilchen eines Gases mit nahezu Lichtgeschwindigkeit c, muss ihre Energie relati-
vistisch gemäß der Energie-Impuls-Beziehung E =

√
m2

0c
4 + c2|p⃗|2 bestimmt werden. Im Falle sehr

hochenergetischer Gasteilchen mit E ≫ m0c
2 spricht man von einem ultrarelativistischen Gas. Hier

kann die Ruhemasse m0 vernachlässigt werden und die Energie eines Teilchens mit Impuls p⃗ ist in
guter Näherung E = c|p⃗|. Zeigen Sie, dass für ein solches Gas die mittlere Teilchenenergie gegeben
ist durch

E

N
= 3KT.
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