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Tauschen Sie sich gegenseitig über die Aufgaben aus und geben Sie in kleinen Gruppen von zwei
oder drei Studierenden ab.

1. Zur Diskussion 0 Punkte

a) A : V →W sei eine lineare Abbildung. Welche Beziehung gibt es zwischen den Dimensionen

von V , ImA und KerA ?

b) Weshalb können lineare Abbildungen A : R4 → R3 und B : R3 → R4 nicht bijektiv sein?

Welche der Abbildungen könnte surjektiv bzw. injektiv sein?

c) Wie kann das Inverse des Matrixprodukts ABC (sofern existent) anhand der Inversen von

A, B und C dargestellt werden?

d) Wie kann (ABC)T durch AT , BT und CT dargestellt werden?

2. Matrixmultiplikation 10 Punkte

Gegeben

A =

(
1 2 3
3 2 1

)
, B =

 0 1
7 −2
−3 0

 , C =

(
a b
0 d

)
.

a) Berechnen Sie

AB, BA, BC, CB, CC,

sofern möglich. Zwischen Räumen welcher Dimension bilden die entsprechenden Abbildungen

ab?

b) Seien

T : R2 → R3, (x1, x2) 7→ (x1 − x2, x1 + x2, 0)

und

P : R3 → R2 : (x1, x2, x3) 7→ (x1 + x2 + x3,−(x1 + x2 + x3)) .

Bestimmen Sie die Matrixdarstellungen von T, P , sowie P ◦ T bezüglich der Standardbasen

und veri�zieren Sie

B2PB3 B3TB2 = B2 [P ◦ T ]B2 .
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3. Drehungen 10 Punkte

Drehungen der Ebene R2 um den Winkel ϕ können durch Drehmatritzen (bzgl. der Standardbasis)

der Form

Rϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
beschrieben werden.

a) Zeigen Sie folgende Relationen:

RαRβ = Rα+β, R0 = 1, R−1
α = R−α, R−1

α = RTα .

b) Wie ist eine Gruppe de�niert? Was ist eine kommutative Gruppe?

c) Zeigen Sie, dass die Menge der Drehmatritzen {Rα|α ∈ R} eine Gruppe bzgl. der Matrix-

multiplikation bilden. Ist diese Gruppe kommutativ?

4. Matrixexponentialfunktion 10 Punkte

Im Folgenden sei L =

(
0 −1
1 0

)
.

a) Zeigen Sie, dass

L2 = −1 , L3 = −L , L4 = 1 .

b) Folgern Sie aus a), dass für alle k = 0, 1, 2, . . .

L2k = (−1)k 1 , L2k+1 = (−1)k L .

c) Wie lauten die Potenzreihen der Funktionen ex, cosx und sinx ?

d) Zeigen Sie nun mittels b) und c):

eαL = cosα 1 + sinα L =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

α ∈ R ist hier eine Konstante.

e) Welche geometrische Operation wird durch eαL beschrieben?

5. Inversion von Matrizen 10 Punkte

a) Ver�zieren Sie, dass die Inverse einer allgemeinen invertierbaren 2×2Matrix

(
a b
c d

)
gegeben

ist durch

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

b) Invertieren Sie die folgenden Matrizen, falls möglich.

M0 =

(
1 2
3 4

)
, M1 =

 1 −2 1
3 −4 5
−2 5 −1

 , M2 =

0 4 2
3 2 4
1 7 3



c) Bestimmen Sie nun auch die Inversen von MT
0 , M

T
1 and MT

2 , falls diese existieren.
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