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Die Ubungen am Donnerstag, den 3.6.2021 fallen aus. Fiir Fragen zu den Ubungsaufgaben gibt es die
Fragestunde am Freitag]!

1. Zur Diskussion 0 Punkte

a) Was ist ein normaler Operator?

b) Nennen Sie eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir die unitire Diagonalisierbarkeit
eines Operators auf einem komplexen Vektorraum.

c) Kann man unitdre und selbstadjungierte Operatoren immer diagonalisieren?

d) Welche Eigenschaften haben die Eigenwerte und -vektoren eines unitdren bzw. selbstadjun-
gierten Operators?

e) Wie lauten die Eigenwerte und -vektoren von
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f) Bestimmen Sie jeweils die Determinante und die Spur der Matrizen in e).
2. Diagonalisieren von Matrizen 4+4+4 Punkte

a) Diagonalisieren Sie die Matrix

mit a,b € R.

b) Fiir welche a,b € C ist die Matrix

unitdr diagonalisierbar?

c) Berechnen Sie C? fiir die Matrix



3. Spur und Determinante 2+2+2+2 Punkte

a) Zeigen Sie, dass zwei dhnliche Matrizen dieselbe Spur und dieselbe Determinante besitzen.

b) Stellen Sie Spur und Determinante einer diagonalisierbaren Matrix durch deren Eigenwerte
und den Eigenraumdimensionen dar.

c) Zeigen Sie det(e?) = (4 fiir eine beliebige diagonalisierbare Matrix A.

d) Bestimmen Sie det(e?) fiir
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4. Ableitung als selbstadjungierter Operator 44242 Punkte
Wir betrachten den Operator p := —i% auf dem Raum der differenzierbaren, komplexwertigen,

L-periodischen Funktionen.
(Eine Funktion f : R — C ist L-periodisch genau dann, wenn f(z) = f(z + L) fiir alle z € R.)

a) Zeigen Sie, dass p selbstadjungiert ist bzgl. des Skalarproduktes (f, g) := % fOL dx f*(z)g(z).

b) Zeigen Sie, dass die Funktionen €% n ¢ 7Z, mit k,, = %T" Eigenfunktionen von p sind.
Was sind die Eigenwerte von p?

c) Zeigen Sie, dass die Funktionen e*"%, n € Z, mit k, = 25, orthogonal zueinander sind.
Warum gilt dies?
5. Hilbert-Schmidt-Produkt 0+4+4+2 Punkte

a) Wie lautet das Hilbert-Schmidt-Produkt fiir komplexe n x n Matrizen?

b) Zeigen Sie, dass es ein hermitesches Skalarprodukt auf dem Vektorraum der komplexen Ma-

trizen definiert.
c) Zeigen Sie, dass folgende Matrizen bzgl. des Hilbert-Schmidt-Produkts eine Orthonormalbasis

der komplexen 2 x 2 Matrizen bilden:
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d) Zeigen Sie, dass
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(‘C‘ Z) = é(a+d)E+ ﬂ<b+c>X+j§<b—c>Y+ (a=d)Z.
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