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28. Zweizustandssysteme 20 Punkte

Ein mikroskopisches quantenmechanisches System A habe genau zwei Eigenzusténde |n), n =
0,1, zu Eigenenergien Ey = 0 bzw. E; = € > 0. ! Wir betrachten nun ein makroskopisches System
M, das aus einer grofien Anzahl N > 1 identischer Systeme A besteht. Ein Mikrozustand z
des Systems M ist durch die Quantenzahlen ny,...,ny, wobei n; = 0 oder 1, der N Systeme
A gegeben: x = (nq,...,ny). Die Energie des Systems M bestimmt sich dann aus der Summe
der Eigenenergien der in den N Systemen vorliegende Zustéinde |n;). Fiir einen Mikrozustand x

erhalten wir demnach die Energie
N

H(z)=¢ Z n; .
i=1
Wir untersuchen das thermodynamische Gleichgewicht des Systems M mittels des mikrokano-
nischen Ensembles.

a) Zeigen Sie folgende Relationen fiir Zustandsumme, Entropie und Temperatur:

N 1 kg

Z(E) = (E/g), S(E) =kpN h(%) , (@) ?m(% -1),

(N>1,h(z) = —zlnz — (1 —2)In(1 — x) bezeichnet die bindre Entropie )

b) Zeigen Sie anhand von a): Ein zufillig aus M gewéhltes System A hat im Mittel die

Energie

_ €
€= e&/kBT + 1 :
Die Wahrscheinlichkeit p, dass sich ein zufillig ausgewéihltes System A im Zustand |1)
befindet, geniigt der Fermi- Verteilung

1
6E/k‘BT + 1 :

p=f(e) =

110) und |1) kénnten etwa zwei bestimmte Energie-Niveaus eines Wasserstoffatoms bezeichnen. A wiire dann
ein stark vereinfachtes Modell des Wasserstoffatoms.



29. Harmonische Oszillatoren 20 Punkte

Im Unterschied zur Aufgabe 28 sei nun das mikroskopische System .4 ein harmonischer Oszillator

der Frequenz w mit Eigenzusténden |n), n = 0,1,2,3,..., zu Eigenenergien E,, = hw(n+ %) Ein
Mikrozustand x des makroskopischen Systems M (= N identische Oszillatoren A) ist jetzt durch
die Quantenzahlen (Besetzungszahlen) ni,...,ny gegeben: x = (ny,...,ny), n; = 0,1,2,....

Die Energie des Systems M im Mikrozustand z ist dann Zfi L hw(n; + 3). Wir subtrahieren
die fiir die thermodynamische Behandlung unbedeutende konstante Gesamtnullpunktsenergie
Nhw/2 und erhalten deshalb die Energie

N

i=1

a) Zeigen Sie folgende Relationen fiir Zustandsumme, Entropie und Temperatur:

K+ N-1 ) E
Z(E) = < N1 >, wobei KE—E’
N 1 k.,  n

( N> 1, h(z) bezeichnet wieder die binédre Entropie. )

b) Zeigen Sie anhand von a): Ein zuféllig aus M gewihlter Oszillator hat im Mittel die
Energie

_ hw
€7 chw/kpT _ 71
und die mittlere Besetzungszahl n = % > i1 N geniigt der Bose-FEinstein- Verteilung,

1

¢) Ermitteln Sie Nidherungen fiir 7 fiir die Félle kT > hw und kT < hw. Interpretieren
Sie Thre Ergebnisse.

Wit rounschen Thnen frohe Weihnachten uno einen guten NRutsch!



