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Die reelle Fourierreihe einer 2T-periodischen Funktion f : R — R (f(x + 2T) = f(x)
Va € R) ist folgendermaflen definiert:

f(zx) :% + Z (an cos(nwz) + by, sin(nwx)) mit (1)
n=1
T ap 1 2T
w 7T7 5 — oT 0 f(.’L')dx,
ap =— f(z) cos(nwz)dz, b, == f(z) sin(nwx)dz.
T 0 T 0

1 Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten (14 P)

a) (2P) Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige integrierbare Funktion f(z) mit Periode

2T und c € R gilt
2T

c+2T
(z)dx :/ f(x)dz
0 c
Schliessen Sie daraus, dass man zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten a,, b,

ein beliebiges Interval der Lange T" heranziehen darf.

Hinweis: Zerlegen Sie das Integrationsinterval und nutzen die Periodizitét des In-
tegranden.

Damit kann man die Berechnung in vielen Fillen deutlich vereinfachen, indem man
den Intergrationsbereich geschickt wéhlt.
Es sei f: R — R eine 27T -periodische Funktion. Diese Funktion ist gerade, falls

f(=x) = f(z) VzeR,
und ungerade, falls
f(—z)=—f(z) VzreR

b) (2P) Zeigen sie, dass f(x) = cos(ax) Yo € R eine gerade Funktion ist.
Hinweis: benutzen sie Euler’s Formeln.

c) (2P) Zeigen sie, dass g(x) = sin(Sz) V5 € R eine ungerade Funktion ist.

d) (4P) Beweisen sie folgende Integralgleichungen fiir beliebige ungerade Funktionen
fu : R = R, respektive gerade Funktionen f; : R — R:

a b b
fu(z)dz =0 VYa >0 und / fo(z)da = 2/ fo(z)dx Vb >0.
—b 0

—a

e) (4P) Beweisen sie folgende Aussagen:

a) Fiir die relle Fourierreihe (1) einer ungeraden, 27 -periodischen Funktion f,
gilt ap =0 und a,, =0 Vn € Ny ={1,2,3,...}.

b) Fiir die reelle Fourierreihe (1) einer geraden, 27-periodischen Funktion f, gilt
bn =0Vne N+.



2 Reelle Fourierreihen von periodischen Funktionen (16 P)
a) (2P) Skizzieren sie Sigezahnfunktion: f(x) = —2x auf dem Intervall | — 2, 2] und

dann periodisch fortgesetzt.
b) (10P) Bestimmen sie die reelle Fourierreihe der Ségezahnfunktion aus a).

Hinweis: Auf www.wolframalpha.com kdnnen sie ihr Ergebnis “plotten”. Zum Bei-
spiel: der Befehl

plot 4/Pi*(sum 1/(2*n+1)*sin((2#n+1) x) from n=0 to 9),
in das Eingabefenster eingegeben, veranschaulicht das Ergebnis der (beim 9ten
Term abgebrochenen) Fourierreihe fiir die Rechteckfunktion.

c) (4P) Berechnen sie die reelle Fourierreihe von f(x) = sin?(6x) fiir T = 7.

Hinweis: Die Aufgabe lésst sich 16sen ohne ein einziges Integral zu berechnen.

3 Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Fourierreihe (10P)
Analog zur reellen Fourierreihe (1) definiert man die kompleze Fourierreihe von reellen,
2T-periodischen Funktionen f: R — R:

1 2T

o |, (z)e”"™dx Vn € Z

oo
. . T
flz) = Z e mit w = T und ¢, =

n=—oo

a) (7P)Beweisen sie, dass folgender Zusammenhang zwischen reellen und komplexen
Fourierkoeffizienten stets gilt:
ao

1 1
‘=5 Cn:ﬁ(an‘Fibn) Vn <0, C”:§<an_ib”) vn > 0.

b) (3P) Bestimmen sie die komplexe Fourierreihe der Ségezahnfunktion aus Aufgabe
2.a).



