Lineare Algebra und Vektoranalysis Institut fiir Biologische Physik
Sommersemester 2019 J. Berg
Blatt 7, Abgabe 23.05.2019 bis 10:00 U. Michel, S. Kleinbolting

Wir verwenden von nun an die Notation
()= [ f@gla)as

fiir beliebige Funktionen f, g falls das Integral existiert.

1 Wirmeleitung in einer Dimension (13P) Gegeben sei ein Stab aus Metal,
den wir aus praktischen Griinden als unendlich lang betrachten wollen. Wir beschreiben
die Temperatur am Ort x zur Zeit ¢ mittels einer Funktion T'(z,t). Wérme fliesst im-
mer dort wo ein Temperaturgradient herrscht. Wenn man annimmt, dass die spezifische
Wairme des Metals eine Konstante ist, gehorcht das Temperaturprofil 7' der Gleichung
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Hierbei ist D die Temperaturleitfahigkeit des Materials. Ziel ist es diese Gleichung mittels
Fourier-Transformation zu l6sen. Zur Zeit t = 0 sei das Temperaturprofil durch eine
beliebige Funktion T'(x,0) gegeben.
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a) (2P) Fourier-transformieren Sie (1) in der Ortsvariablen z und l6sen Sie die ent-
stehende Differentialgleichung in ¢. Nennen wir die entsprechende Fourier-Variable
k. Anfangsbedingung soll eine Funktion c¢(k) sein. Folgern Sie, dass gilt

c(k) = T(k,0)
Die Funktion c¢(k) ist also die Fourier-Transformierte der Anfangsbedingung 7'(x, 0).

b) (3P) Schreiben Sie die Losung T'(z,t) als Riicktransformierte. Driicken Sie T'(k,0)
durch T'(z,0) aus.
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c) (5P) Fiihren Sie das Integral iiber k£ aus und ermitteln den durch

Zwischenergebnis :  T(x,t) =

T(z,t) = /H(x — 2 t)T (2, 0)da’

definierten sogenannten Wirmeleitungskern (engl. heat kernel) H.

d) (3P) Skizzieren Sie zu verschiedenen Zeiten qualitativ das Schicksal eines anfanglich
bei x = 0 lokalisierten Temperaturpeaks T'(x,0) = ad(x). Sie diirfen D = 1 setzen.
Welche Einheit hat a?

Lisung

Ich hatte entgegen der Konvention der Vorlesung das Vorzeichen im Exponenten bei
der Fourier-Transformation als positiv angenommen. Daher ergibt sich im Gauss-
Integral ein unbedeutendes Vorzeichen im FExponenten.

a) Eine Fourier-Trafo in o fithrt dank 3 (k) = —ikf(k) auf die DGL
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b)

d)

Fiir jedes k wird diese Familie von Gleichungen durch die Exponentialfunktion

gelost . ,
T(k,t) = c(k)e PF? (2)

Setzt man t = 0, folgt das Ergebnis ¢(k) = T(k, 0) \ﬁ [e T (2’ ,0) da’

Fourier-Riicktransformieren von (2) ergibt das Integral

T(x,1) T(k,0)e"* e~ Pt
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Nun setze man den Ausdruck fiir 7'(k,0) von oben ein.

Das Integral iiber k£ erkennen wir als ein Gauss-Integral. Diese hatten wir auf
Blatt 7 der Mathematischen Methoden im letzten Semester ausgerechnet:

b az? (27 b2
/ 6_7+bx dz = —e€2a
—c0 a

[Falls Sie dieses Resultat noch nie selber hergeleitet haben, sollten Sie das
nachholen! Indem man den Exponenten im Integral quadratisch ergédnzt und
danach substituiert, reduziert sich das Integral auf das Standard-Gauss-Integral
i e dg = /7. Letzteres leitet man her, indem man das Integral quadriert
und Polarkoordinaten einfiihrt.

Damit ausgeriistet ergibt sich nach Ausfiihrung des Integrals iiber £ und Ver-
gleich mit dem gesuchten Ausdruck

H(z —a'5t) = \/ﬁe}(p <_(*’”_x')2>

Der anféngliche Delta-Peak bei © = 0 verwandelt sich in eine Gauss-Funktion
der zunehmenden Breite ~ +/t. Betrachtet man z.B die Halbwertsbreite der
Funktion, so bewegt diese sich mit der Geschwindigkeit ~ ﬁ_l von z’ fort.
Das Temperaturprofil veréindert sich also immer langsamer, je weiter es sich
ausdehnt.

Man beachte auflerdem, dass der Wirmeleitungskern automatisch normiert
ist [ H(z—a';t)dx = 1. Dadurch ist das Intgral iiber T zeitlich konstant. Das
ist sinnvoll, denn dem System wird weder Wéarme entzogen noch zugefiihrt.

Die Einheit der Delta-Funktion ist invers zur Einheit des Integrals. é(x)dz
muss einheitenlos sein.

In diesem Fall hat sie die Einheit einer inversen Linge. Daher ist [T] = [«]/L
und somit [a] =T - L
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Abbildung 1: Ausbreitung des Temperaturprofils. Die Zeit wéchst von einer Funktion zur
néchsten quadratisch, d.h. die Punkte die die Halbwertsbreite markieren,
haben gleichen Abstand auf der x-Achse zueinander.



