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1 Gruppe der Permutationen (10 P)  Als Beispiel fiir eine Gruppe wurde in der
Vorlesung die Gruppe der Permutationen von n Elementen (S, *) genannt. Hierbei ist
S, die Menge aller Anordnungen der Menge N,, = {1,...,n} (der Menge der natiirlichen
Zahlen von 1 bis n). Genauer: S,, ist die Menge der bijektiven (eineindeutigen) Abbildun-
gen von N,, auf sich selber. Die Operation * ist definiert durch Hintereinanderausfithrung
der Abbildungen aus &,. Um die Notation zu vereinfachen werden wir im Weiteren ei-
ne Permutation o € S, auch als eine geordnete Liste (sogenanntes Tupel) schreiben
o= (0(1),0(2),...,0(n)). Diese Schreibweise spiegelt die dquivalente Charakterisierung
von S, als Menge aller Anordnungen von n Elementen wider.
a) (3P) Fiir n = 4 betrachte o1 = (2,4,1,3), 02 = (3,2,4,1) und o3 = (2,1,3,2).
Welcher dieser Abbildungen ist keine Permutation? Warum? Was ist o1 * o9 und
o9 * 017 Was schlussfolgern Sie daraus fiir die Gruppe (S, *)?

b) (5P) Beweisen Sie, dass fiir beliebiges n € N (S,,, %) eine Gruppe ist.

c) (2P) Beschreiben Sie einen Algorithmus (eine explizite Konstruktionsvorschrift)
fir §,. Mit anderen Worten: gegeben eine Zahl n, wie wiirden Sie alle Elemente
aus S, finden? Benutzen Sie Ihre eigene Vorschrift um Ss zu konstruieren!

Hinweis Um Assoziativitdt unter Verkettung zu zeigen, iiberlegen Sie zuerst, dass es
reicht die Eigenschaft fiir jedes x € N,, einzeln nachzuweisen; sprich:
Tx0 = (1(c(1)),...,7(c(n))). Dass also fiir beliebige Permuationen 7, 0,7 € S,

(rxo)xm)(x) = (1% (o*m))(x)

zu zeigen ist. Was erhalten Sie, wenn Sie auf der linken und rechten Seite dieser Gleichung
jeweils die Definition von * einsetzen? Rufen Sie sich ins Gedéchtnis was man unter der
Verkettung von Abbildungen versteht.

Zum Inversen kann man sich Folgendes iiberlegen. Betrachten wir beispielhaft die Per-

mutation
T=(4,2,1,3)

Um zur inversen Permutation zu gelangen iiberlegt man, welches Element man auf die
erste, zweite, usw. Position setzen muss um wieder zu (1,2, 3,4) zu gelangen.

Lésst sich diese Konstruktion fiir jede Permutation 7 = (7(1), 7(2), ..., 7(n)) durchfithren?
Ist damit die Existenz gezeigt?

2 Modulare Arithmetik (10P) Die Menge N,, = {1,...,n} versechen mit der
tiblichen Addition + von natiirlichen Zahlen bildet keine Gruppe. Stattdessen definieren
wir die ,,Addition modulo n* fiir a,b € N,

a®b=mod,(a+Db).

Fiir festes n € N ordnet die Modulo-Operation jeder natiirlichen Zahl a € N den ganz-
zahligen Rest der Division a/n zu. Mit anderen Worten: fiir jedes a € N existiert genau
ein k € {0,1,...} und mod,(a) € N, sodass

a =k xn-+mody(a).



Diese Konstruktion kann man sich fiir n = 5 an untenstehender Abbildung vor Augen
flihren. Man stelle sich den Zahlenstrahl — im Bild durch die dicke Linie dargestellt — so
aufgewickelt vor, dass immer %, i + n, 7 + 2n,... auf einem der n gestrichelten Strahlen
liegen. Das Ergebnis von mod, (i) erhélt man, indem man dem Strahl durch i bis zu
dem Punkt nach innen folgt, der am n#chsten zum Ursprung liegt, d.h. alle Zahlen,
die auf dem gleichen Strahl liegen haben den gleichen Modulo. Dieser ist im Bild zur
Veranschaulichung eingekreist. Hier noch einige Beispiele:

mod3(2) == m0d3(5) =2= mod3(8) =2
m0d4(2) = 2,H10d4(5) = 1,mod4(8) =0
mod10(17) = 7,mod10(1321) = 1.
a) (1P) Erkldren Sie, warum (N, +) keine Gruppe bildet. Ist ({0,...,n},+) eine

Gruppe? Welche Menge X miissen Sie zu N,, hinzunehmen, damit (N,, U X, +) zu
einer Gruppe wird? Was erhélt man?

b) (2P) Sei n = 10, berechnen Sie 1 ® 2, 3® 10, 4 ® 7 und 123 & 456.

c) (6P) Beweisen Sie, dass (N,,, @) eine Gruppe ist. Was ist das neutrale Element?
Wie lautet das inverse Element fiir a € N,,7

d) (1P) Mit welcher in der Vorlesung bereits behandelten Gruppe kénnen Sie (N,,, ®)
identifizieren?




