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1 Kurven und Kurvenlängen (6 P) Finden Sie für die folgenden Kurven im R2

von (0, 0) nach (2, 0) geeignete Parametrisierungen:

A : (0, 0)→ (0, 1)→ (2, 1)→ (2, 0) auf drei geraden Teilkurven

B : (0, 0)→ (1, 1)→ (2, 0) auf zwei geraden Teilkurven

C : (0, 0)→ (2, 0) auf einem Halbkreisbogen

Berechnen Sie anschließend die Bogenlängen der drei Kurven über das Linienintegral
L(γ) =

∫
γ dr.
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1. Divergenz, Rotation (3 Punkte)

a) (1 Pkt.) Zeigen Sie, dass für jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v(r) gilt:

r · (r⇥ v) = 0

b) (2 Pkt.) Beweisen Sie folgende „Produktregel“ für die Rotation, wobei �(r) ein Skalarfeld und A(r)
ein Vektorfeld sein soll:

r⇥ (�A) = � (r⇥ A) � A ⇥ (r�)

2. Richtungsableitung, Gradient (5 Punkte)

Auf einer Wanderkarte ist ein Tal eingezeichnet, die x-Achse zeigt nach Osten, die y-Achse nach Norden.
Die Höhe über dem Meeresspiegel ist gegeben durch h(x, y) = exy.
Hinweis: Die Änderung eines Feldes �(~r) in eine beliebige Richtung ~v (mit |~v| = 1) berechnet sich
durch ~v · r�. (Dies ist der führende Term in der Entwicklung �(~r + ✏~v) � �(~r) = ✏~v · r�(~r) + O(✏2).)

a) (1 Pkt.) Ihr Standort hat auf der Karte die Koordinaten (x0, y0) = (1, 1). Sie blicken zunächst in
die Richtungen W, NO und SO. In welche dieser Richtungen geht es bergauf, in welche bergab?

b) (2 Pkt.) Bestimmen Sie für einen beliebigen Standort (x, y) die Richtung des steilsten Anstiegs.
Gibt es einen Punkt, der lokal flach ist, an dem eine auf den Boden gelegte Kugel nicht wegrollen
wird?

c) (2 Pkt.) Die Konturlinien einer topographischen Karte werden durch Punkte gleicher Höhe gebildet
und liegen dichter nebeneinander, je steiler ein Hang. Skizzieren Sie die eine topographische Karte
des Tals und zeichnen Sie die Gradientenvektoren and den Punkten (1, 0), (0, 1) und (�1,�1) ein.

3. Linienintegrale: Länge einer Kurve (4 Punkte)

Finden Sie für folgende Kurven in R2 von (0, 0) nach (2, 0) geeignete
Parametrisierungen:

A : (0, 0) ! (0, 1) ! (2, 1) ! (2, 0) auf drei geraden Teilkurven
B : (0, 0) ! (1, 1) ! (2, 0) auf zwei geraden Teilkurven
C : (0, 0) ! (2, 0) auf einem Halbkreisbogen (2,0)(0,0)
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Berechnen Sie anschließend die Bogenlänge der drei Kurven über das Linienintegral L(�) =
R
� dr.
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2 Linienintegrale: Arbeit entlang eines Weges (7 P) Ein Massepunkt der
Masse m bewegt sich in der Nähe der Erdoberfläche unter Einfluss der Gewichtskraft
~FG = −mg~ey entlang der Parabelbahn

~r(t) = t~ex +

(
−1

2
t2 + t

)
~ey

mit t ∈ [0, 2].

a) (2 P) Skizzieren Sie die Bahnkurve D = {~r(t)|t ∈ [0, 2]} sowie das Kraftfeld FG.

b) (3 P) Berechnen Sie die für diese Bewegung aufzubringende Arbeit

W = −
∫

D
d~r · ~F (~r)

c) (2 P) Aufgrund eines Gegenwindes in x-Richtung wirkt zusätzlich die Kraft

~FW = −c~ex

Welche Arbeit muss nun aufgebracht werden?
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3 Oberflächenintegrale (7 P) Eine homogene Flüssigkeit der Dichte ρ fliesse mit
uniformer Geschwindigkeit v. Wir legen die z-Achse als Richtung der Strömung fest. Die
Massenstromdichte lautet demnach

~j = ρv~ez

Berechnen Sie die gesamte Masse die pro Zeiteinheit durch

a) (3 P) die Oberfläche der Halbkugel

H =
{
x2 + y2 + z2 = R2

∣∣x, y ∈ R, z ≥ 0
}
,

b) (2 P) die Oberfläche der Vollkugel

V =
{
x2 + y2 + z2 = R2

∣∣x, y, z ∈ R
}
,

c) (2 P) sowie den Paraboloiden

P =
{
z = −(x2 + y2)

∣∣− 1 ≤ x, y ≤ 1
}

fliesst, indem Sie die Oberflächen geeignet parametrisieren.
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