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1 Volumina hochdimensionaler Objekte (16 P) In der Vorlesung wurde zur Herlei-
tung der Zustandsgleichungen des idealen Gases das Volumen einer (3N >> 1)-dimensionalen
Kugel benutzt. Hier werden wir diesen Ausdruck herleiten.

Dies ist auch von allgemeinem Interesse, denn Systeme in der statistischen Physik haben quasi
per Definition einen hochdimensionalen Konfigurations- bzw. Phasenraum, da sie aus vielen
Teilchen bestehen. Um Mikrozustinde abzuzédhlen miissen wir daher oft hochdimensionale
Volumina berechnen. Im n—dimensionalen Raum ist das Volumen eines Gebiets D definiert
durch

V(D) = /Ddxldxg...dxn

wobei iiber das Gebiet D integriert wird. Zur Veranschaulichung kénnte es hilfreich sein, sich
das Gebiet D jeweils fiir n = 2 zu skizzieren.

a) (6P) Zeigen Sie, dass das Volumen I,,(1) eines n-dimensionalen Einheits-Simplex, defi-
niert durch {x € R" | >>" ; 2; <1 und z; > 0}, gegeben ist durch:

1
Hinweis: Sei I, (L) der Simplex definiert durch )" ; z; < L und x; > 0. Zeigen Sie, dass
I,(L) = I,(1)L™. Beweisen Sie, mit Hilfe der Beziehung I,,(L) = fOL dzil,—1(L — 1),
die Rekursionsrelation I,,(1) = I,,—1(1)/n. Hieraus erhélt man dann die Formel fiir I,,(1)
durch Induktion.
b) (6P) Zeigen Sie, dass das Volumen V,,(1) der n-dimensionalen Einheitssphére, definiert
durch {x € R" | 22 + 23 + ... + 22 < 1}, gegeben ist durch
k k+1k
T 28T
1)=" und )= — "
Var(l) = 77 umd - Vapia (1) (2k + 1)
fir £ € N. Wir erinnern hier an die Definition von (2k + 1)!! als das Produkt aller
ungeraden Zahlen kleiner gleich (2k + 1).

Nutzen Sie die Gamma-Funktion um beide Ausdriicke zu

,]Tn/2

Va(1) = NEESY)

zusammenzufassen.

Hinweis: Sei V,,(R) das Volumen der Sphiire mit Radius R, definiert durch 23 +x3+...+
72 < R?, dann gilt V,,(R) = R"V,(1). Beweisen Sie, mit Hilfe der Beziehung V,,(R) =
fxngSRQ dzidzoVi—o (x/R2 —zf— x%), die Rekursionsrelation V,,(1) = (27/n)V,—2(1).
Hieraus erhdlt man dann die Formeln fiir V;,(1). Es konnte hilfreich sein, Polarkoordinaten
zu verwenden.



c) (4P) Erldutern Sie die Aussage dass “sich fast das gesamte Volumen an der Oberflédche
befindet” falls n > 1. Betrachten Sie dazu eine diinne Kugelschale.

2 Das ultra-relativistische Gas (mikrokanonisch) (14P) Der Ausdruck E =
1/(2m) ||p||? fiir die kinetische Energie eines Korpers ist der Grenzfall der allgemeingiiltigen,

relativistischen Relation!
E = cy/|p|* + m?¢?

falls ||p|| < mc ; also fiir Geschwindigkeiten weit unterhalb der Lichtgeschwindigkeit.

Masselose Teilchen hingegen erfiillen dementsprechend die Energie-Impuls-Relation

E=c|pll
Wir wollen hier die Zustandsgleichungen eines Gases aus solchen ultra-relativistischen Teilchen
herleiten?

Wir bendtigen folgendes Integral

Fn(R) = / (Hx > dzy---day (1)
0<Sfmi<R M7
a) (3P) Zeigen Sie dass Fy(R) = CyR® wobei Cy nur von N abhéngt. Wie lautet a?

b) (4P) Um Cy zu bestimmen, bedienen wir uns eines Tricks. Zeigen Sie, dass [} e~ r?dr =
2 und nutzen Sie dies um Cp zu berechnen.

Tipp: Betrachten Sie das Integral zur N-ten Potenz und nutzen aus dass (per Definition)

(Hx ) dzy -- = dFy

Damit haben wir alle Zutaten zusammen.

c) (4P) Stellen Sie die Formel fiir das Phasenraumvolumen von N masselosen Teilchen mit
Gesamtenergie F, die auf ein Volumen V im dreidimensionalen Raum eingeschrankt sind,
bis auf Integration iiber die Impulse auf. Bringen Sie das verbleibende Integral auf die
Form (1) und werten es aus.

d) (3P) Bestimmen Sie die kalorische und thermische Zustandsgleichung des Systems und
diskutieren kurz Unterschiede und Gemeinsamkeiten zum nicht-relativistischen Gas.

¢ ist die Lichtgeschwindigkeit, die wir im folgenden auf ¢ = 1 setzen.
2Wobei wir an dieser Stelle den Quanten-Charakter von z.B. Photonen fiirs Erste vernachléssigen.



3 Entropische Krifte (10P) Rekapitulieren Sie die Vorlesung zum Thema entropische
Kréfte. Schreiben Sie eine (moglichst pragnante, aber kohérente) Zusammenfassung. Thr Essay
sollte (mindestens) folgende Fragen beantworten:

Wie berechnet sich eine entropische Kraft aus der Entropie?

Wie stehen diese Kréifte im Zusammenhang mit der mechanischen Definition von Kréften

als Gradient eines Potentials?
oS oH
Tox = <‘m>

Nennen Sie mehrere Beispiele fiir entropische Kréfte.

Insbesondere wieso

gilt.



