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Wir wiinschen ihnen schone Feiertage
und einen guten Rutsch ins neue Jahr!

1 Zustandsgleichung idealer Quantengase (40 P) Im Falle eines klassischen
Gases kennen wir das ideale Gasgesetz ﬁ,—‘; = 1. Wir untersuchen nun wie die Quanten-

korrekturen fiir Bosonen und Fermionen dieses Gesetz verandern.

Die Groe z = e# nennt man Fugazitit. Sie iibernimmt die zentrale Rolle in der folgen-
den Analyse.

Schlussendlich sind wir am thermodynamischen Limes interessiert, also dem Grenzfall in
dem wir V, N — oo schicken, dabei aber die Dichte N /V konstant halten.

Wir diirfen daher annehmen, dass das Volumen des Systems so grof§ ist, dass wir Summen
iiber Impulse durch entsprechende Integrale ndhern diirfen:

V .
2= Gy /@

Wir definieren auflerdem die Familie von Funktionen (s. Fermi-Integral)

1 tsfl

(2) = dt

da Ausdricke dieser Art fiir verschiedene Parameter s immer wieder in solchen Rech-
nungen vorkommen.

Wir betrachten Bosonen und Fermionen gleichzeitig. Die Ausdriicke unterscheiden sich
lediglich durch einige Vorzeichen. Die Teilchen mégen Spin S haben. Die Energien mégen

2
_ lpl

nicht von der Spin-Einstellung abhéingen und sind durch e, = 5~ gegeben.

Im kanonischen Ensemble hatten wir die freie Energie als F(T,V, N) = —T In Zyanonisch
definiert und gezeigt (s. Blatt 9) wie sich thermodynamische Grofien als Ableitungen be-
stimmen lassen. Fiir das groflkanonische Ensemble fiihren wir analog das groffkanonische
Potential

J(T, v, Z) =—TIn Zgroﬁkanonisch(Tv v, Z)

ein. In der Vorlesung wurde schon gezeigt, wie sich mittlere Energie und Teilchenzahl
durch Ableitungen von In Z nach T bzw. z bestimmen lassen: N = 20,InZ und FE =
—0gIn Z.

a) (8P) Vollzichen Sie die Rechnungen nocheinmal fir J nach (achten Sie auf den
zusétzlichen Faktor T') und zeigen dass



b)

_ (H)

a’z"J(T,‘/,Z) = T

N~

ii.)
20, J(T,V,z) =T0,J(T,V,u) = =T (N)

iii. )

0H
b= <8V> = —0vJ(T,V,z)

Machen Sie sich die obigen Relationen im Kontext der thermodynamischen Po-
tentiale bewusst, indem Sie vom Differential der Helmholtz freien Energie dF =
—5dT — pdV + pdN ausgehen und per Legendre-Transformation von N nach p
iibergehen. Es sollte sich dann als neues Potential J = E — T'S — uN ergeben.

N.B. Wie im Falle des kanonischen Ensembles konnen wir also geméfi.) —orJ(T,V, z) =
S(T,V,z) mit der Entropie identifizieren

(2P) Zeigen Sie, dass das groBkanonische Potential fiir nicht-wechselwirkende Fer-
mionen bzw. Bosonen mit Einteilchen-Energien ¢, im Allgemeinen durch

J = IFTZID (1 + ze_567')

berechnet werden kann. Die Summe erstreckt sich dabei tiber alle Einteilchen-
Zustande (meistens Impulse und Spins). Das obere Vorzeichen gilt fiir Fermionen,
das untere fiir Bosonen.

(8 P) Zur Berechnung einer Observablen hat man typischerweise Integrale iiber
alle moglichen Impulse zu berechnen. Da die Observable und die Energien oft nur
vom Betrag des Impulses abhingen, kann man gleichwertig auch iiber Energien
integrieren®. Sei f also eine integrierbare Funktion die nur vom Betrag des Impulses
abhéngt, dann ist

o | FUeDa = [ D@ seae
mit Zustandsdichte D(e).

Gehen Sie wie oben besprochen von der Summe iiber Impulse zu einem Integral
iiber. Berechnen Sie die Zustandsdichte des Systems in d = 1, 2,3 Dimensionen.

Zwischenergebnis:
Vel d=1
D(e) ~ { const d=2

Je  d=3

'vgl. die Rechnung zur spektralen Energiedichte des Photonengases auf Blatt 10.



d) (10P) Stellen Sie das groBkanonische Potential in drei Dimensionen auf und drii-

cken dieses mithilfe von g aus.
Zeigen Sie dazu, dass gilt gs(z) = 1“(%—1) Joo 72 In(1 + ze")dt.
Zwischenergebnis:

% = F(25 + 1)A(VT)3g5/z(iZ)

wobei das obere Vorzeichen fiir Fermionen und das untere fiir Bosonen gilt. A(T') =
\/% ist die thermische de-Broglie- Wellenlange.

Berechnen Sie mittels J die Teilchenzahl und den Druck. Stellen Sie auflerdem die
Zustandgleichung pV /NT auf.

Zwischenergebnis:
PV _ 952(£2) )
NT  g3/a(£2)

Es ist niitzlich die Identitdt 20,gs(z) = gs—1(2) zu zeigen und zu verwenden.

An dieser Stelle haben wir nun die Teilchendichte n = N /V als Funktion von Temperatur
und Fugazitdt (bzw. des chemischem Potential) gefunden. Typischerweise hat man es
jedoch mit gegebener Dichte zu tun. Wir sollten daher — zumindest ndherungsweise —
die Relation n(T, z) nach z(T,n) invertieren. Haben wir dies geschafft, kénnen wir uns
mit den Grenzfillen |z| < 1 und |z| > 1 beschéftigen, die sofort eine physikalische
Interpretation haben. Dazu bedienen wir uns folgender Technik.

e)

f)

(6P) Sei f = 72, arz® eine analytische, invertierbare Funktion (z.B. g3/2 aus
der vorherigen Teilaufgabe). Wir suchen nach einer Potenzreihendarstellung der
Umkehrfunktion g(y) = > bmy™.

Gehen Sie von 2 = ¢g(f(x)) aus und werten die Reihe bis zur zweiten Ordnung in
x aus um die Koeffizienten b1, by zu bestimmen.

Zwischenergebnis: by = afl, by = —ag/a:f.
Zeigen Sie damit, dass

nA? 1 nA3 3.2
2(T,n) = s 1 1i23/225+1 + O((nA”)?)

(6 P) Der klassische Grenzfall |z| < 1 tritt also ein, wenn die thermische Wellen-
linge wesentlich kiirzer als der durchschnittliche Teilchenabstand ist (A < n~1/3).
Entwickeln Sie ([lf) bis zur ersten Ordnung in z und nutzen Sie das Ergebnis aus
der vorherigen Teilaufgabe um die rechte Seite in den Groflen n,T" auszudriicken.

0o (_Z)n
n=1 ns .

Zeigen Sie erst die Reihenentwicklung (|z| < 1) gs(z) = >

Welchen Effekt hat nun die Quantennatur der Teilchen?



2 Bonusaufgabe: Gittergas mit Wechselwirkung numerisch (20P) Die
Aufgabenstellung finden Sie im Jupyter-Notebook unter http://www.thp.uni-koeln.
de/~skleinbo/teaching/StatPhys2019/material/sheets/Gittergas.zip
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